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用于大规模 MIMO 系统的改进自适应 SOR 检测算法∗
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摘　 要:大规模多输入多输出(Multiple-Input
 

Multiple-Output,MIMO)系统由于具备较多的天线数,会
导致传统线性信号检测算法如最小均方误差(Minimum

 

Mean
 

Square
 

Error,MMSE)的复杂度过高。
针对以上问题,提出了 F 修正的自适应超松弛迭代(F-corrected

 

Adaptive
 

Successive
 

over
 

Relaxation,
FA-SOR)检测算法。 该算法首先利用超松弛迭代(Successive

 

over
 

Relaxation,SOR)算法避免高阶矩

阵求逆运算,降低复杂度;其次使用 F 修正的公式自动更新 SOR 算法迭代使用的松弛参数,同时优

化迭代的公式与初始解来加快收敛速度。 仿真结果表明,不论在理想独立信道还是相关信道下,相
比于现有的自适应 SOR 算法,FA-SOR 都能以更低的复杂度达到更低的误码率,同时逼近 MMSE 算

法的性能。
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Abstract:Massive
 

multiple-input
 

multiple-output(MIMO)
 

systems
 

have
 

a
 

large
 

number
 

of
 

antennas,which
 

will
 

lead
 

to
 

the
 

high
 

complexity
 

of
 

traditional
 

linear
 

signal
 

detection
 

algorithms
 

such
 

as
 

Minimum
 

Mean
 

Square
 

Error ( MMSE ). In
 

response
 

to
 

the
 

above
 

problem, the
 

F-corrected
 

Adaptive
 

Successive
 

over
 

Relaxation( FA-SOR)
 

detection
 

algorithm
 

is
 

proposed. Firstly, the
 

Successive
 

over
 

Relaxation ( SOR )
 

iterative
 

algorithm
 

is
 

used
 

to
 

avoid
 

high
 

dimensional
 

matrix
 

inversion
 

operations
 

to
 

reduce
 

algorithm
 

complexity. Then,to
 

improve
 

the
 

convergence
 

speed,the
 

relaxation
 

parameters
 

for
 

SOR
 

will
 

update
 

after
 

each
 

iteration
 

according
 

to
 

the
 

F-corrected
 

formula,also
 

the
 

iterative
 

formula
 

and
 

initial
 

solution
 

for
 

SOR
 

are
 

optimized. The
 

simulation
 

results
 

show
 

that
 

the
 

FA-SOR
 

is
 

capable
 

of
 

reducing
 

the
 

computational
 

complexity
 

of
 

other
 

SOR
 

adaptive
 

algorithms
 

when
 

both
 

of
 

them
 

achieve
 

the
 

same
 

bit
 

error
 

rate
 

no
 

matter
 

in
 

the
 

ideal
 

independent
 

channel
 

or
 

the
 

correlated
 

channel.
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0　 引　 言

从 3G 时 代 开 始, 传 统 的 多 输 入 多 输 出

(Multiple-Input
 

Multiple-Output,MIMO) 技术被应用

于改善通信系统接收机与发射机的性能,被认为是

未来无线通信的基础技术之一[1-3] 。 在 MIMO 系统

的基础上,通过增加收发端的天线数,大规模 MIMO
系统可以极大地提高信道容量,增加频谱利用效率。
大规模的目标在于实现具有大量收发流以及其他网

络容量提升技术和方法的基站,以提高峰值下行链

路吞吐量,大幅改善上行链路性能以及增强覆盖能

力。 除了能显著提升网络容量之外,大规模 MIMO
还具有提高频谱效率、降低能耗、延长用户设备电池

寿命、实现复杂度低于以往移动无线技术的可扩展

性等其他优点。 另外,大规模 MIMO 技术还是实现

大规模工业物联网 ( Industrial
 

Internet
 

of
 

Things,
IIOT)的一种很有前景的技术[4] 。

对于 MIMO 的信号检测算法,最大似然算法

(Maximum
 

Likelihood,ML)能够得到最佳误码率性

能,但是由于 ML 算法极高的复杂度, 并不适合

MIMO 系统应用[5] 。 而在大规模 MIMO 的情况下,
因为收发天线数更多,因此在大规模 MIMO 系统中

使用 ML 算法难度更大。 相比之下,传统的线性检

测算法会更加简单实用,但是传统的线性检测算法

包含了复杂度为 O(NT
3 ) 的矩阵求逆运算[6] ,对于

大规模 MIMO 系统同样不适用。
因此,针对大规模 MIMO 的场景,有一类线性迭

代算法被应用到信号检测上,包括雅可比( Jacobi)
迭代算法、诺依曼级数( Neumann

 

Series,NS)、共轭

梯度(Conjugate
 

Gradient,CG) [7] 迭代算法和超松弛

迭代( Successive
 

over
 

Relaxation,SOR) 算法。 这类

算法的提出主要是为了实现一种低复杂度同时性能

可以逼近最佳误码率性能的检测方案,算法的主要

原理是通过矩阵迭代来避免传统线性检测算法中的

矩阵求逆运算,以更低的复杂度接近目标矩阵。 在

这之中,SOR 算法因为有松弛参数的存在具有更好

的收敛性能。 文献[8]提出了两种 SOR 迭代算法:
一种是 NA-SOR,使用固定松弛参数,适用于理想信

道;另一种是 A-SOR,松弛参数会随着迭代次数改

变,适用于高度相关信道。
在文献[8] 的启发下,本文提出了一种基于 F

修正的自适应超松弛迭代 ( F-corrected
 

Adaptive
 

SOR,FA-SOR)算法,可以同时在理想独立信道和高

度相关的 MIMO 信道下工作。 与文献[8]中提出的

A-SOR 算法相比,在同样的迭代次数下达到相同的

误码率时,FA-SOR 算法可以获得额外 1
 

dB 的性能

增益。
 

在本文中,矩阵使用大写粗体斜体字母表示,向
量使用小写粗体斜体字母表示,(·) H 代表共轭转

置,(·) ∗代表共轭。

1　 大规模 MIMO 系统模型

1. 1　 系统模型

本文考虑大规模 MIMO 的上行链路,假设一个
MIMO 系统,基站接收端天线数为 NR,用户发射端

天线数为 NT,用户端发射的复数信号 x= [x1,x2,x3,
…,xNT

] T,这样在基站接收到的信号矢量可以表

示为

y=Hx+n (1)

式中:H∈CC NR×NT为上行链路信道矩阵;n∈CC NR×1
为

加性高斯白噪声并且服从 n~N(0,σ2)。
1. 2　 信道模型

为了检验提出的算法在复杂信道下的性能,考
虑到收发天线的相关性,本文采用 Kronecker 信道模

型。 这是一种 3D 大规模 MIMO 模型,经常用于非

视距(Non
 

Line
 

of
 

Sight,NLOS)场景[9] 。
Kronecker 模型的信道矩阵如下:

H=R
1
2
r TR

1
2
t (2)

式中:Rr∈CC NR×NR和 Rt ∈CC NT×NT是两个复相关矩阵,
分别代表接收端和发射端天线之间的相关性;T 是

一个 NR ×NT 的独立同分布的复衰落信道矩阵。 通

常情况下,天线之间距离与天线之间的相关性成正

比。 本文使用 Rr( i,k)和 Rt( i,k)表示接收端和发

送端第 i 根天线和第 k 根天线之间的相关性,Rr( i,
k)和 Rt( i,k)可以由下式得到:

Rr( i,k)=
(δre

jθ( i,k) ) k-i, i≤k

R∗
r (k,i), i>k{ (3)

Rt( i,k)=
(δte

jφ( i,k) ) k-i, i≤k

R∗
t (k,i), i>k{ (4)

式中:δr 和 δt 表示接收端和发送端天线的相关系

数,δr 和 δt 越大则相关性越强;θ( i,k) 和 φ( i,k) 表示接

收端和发射端天线在[0,π / 2]之间的随机相位。

2　 基于 F 修正的自适应 SOR 算法

本文提出一种新的 FA-SOR 信道检测算法,该
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算法的松弛参数 ω 会随着前一次的迭代结果自动

修正。 自动修正的目的是为了使新算法每次迭代的

松弛参数 ω 都能更接近理论最优松弛参数 ωopt,从
而提高算法性能。

 

2. 1　 SOR 算法介绍

通过最小均方误差 ( Minimum
 

Mean
 

Squared
 

Error,MMSE)方法[6] ,可以利用接收信号 y 得到估

计的发射信号 x̂=Wy。 为了使得到的估计信号 x̂ 接

近 x,可以认为误差 e =Wy-x 与接收到的数据 y 不

相关,由此可知

W= E{xyH}E{yyH} -1 (5)
再将式(1) 代入可得 E{xyH } = HH,E { yyH } =

HHH +σ2 INR
,可以得到

x̂=Wy= (HHH+σ2INT
) -1HHy (6)

为了方便之后的计算,将 MMSE 的滤波矩阵 W
按照下式定义:

A=HHH+σ2INT
,b=HHy (7)

按照文献[6]中的数据,直接计算 W-1 的复杂

度可以达到 O(K3)。
对于 MMSE 直接求解估计值 x̂,根据式(6)和式

(7),可以等效为如下方程:
Ax̂=b (8)

为了避免在直接计算中涉及到的矩阵求逆运

算,采用线性迭代的方法来近似求解 x̂,首先将 A 分

解为

A=D+E+F (9)
式中:D,E,F 分别是 A 的对角矩阵、严格上三角矩

阵和严格下三角矩阵。 在文献[10]中,基于高斯-
赛德尔(Gauss-Seidel,GS)迭代法的第 n 次迭代估计

值 x̂(n)可以表示为

x̂(n) = [D+E] -1[b-Fx̂(n-1) ] =
x̂(n-1) +[D+E] -1(b-Ax̂(n-1) ),n= 1,2… (10)
如果没有合适的初始值 x̂(0) ,那可以使用 0 向

量作为迭代的初始值[11] 。
相比于 GS 算法,SOR 算法借助独有的松弛参

数 ω 获得了更快的收敛速度。 SOR 算法的迭代公

式如下:
x̂(n) = x̂(n-1) +ω[D+ωE] -1(b-Ax̂(n-1) ),

n= 1,2… (11)
SOR 算法的收敛性在文献[12]中已有证明,它

受松弛参数 ω 的影响很大。 在 MIMO 系统中,当

0<ω<2 时 SOR 算法具有良好的收敛性,当ω= 1 时

SOR 简化为传统 GS 算法。
 

2. 2　
 

FA-SOR 算法介绍

FA-SOR 算法在文献[8]中提出的 A-SOR 算法

的基础上优化了 SOR 算法的迭代公式,采用了非零

向量作为迭代的初始解,并且提出了一种新的基于

F 修正的松弛参数 ω 更新判断方法。 相比于文献

[8]中的判断方法,新方法不再需要额外计算雅可

比迭代矩阵的谱半径 ρ(GJacobi),更加简单实用。
 

为了实现自适应过程,需要明确松弛参数 ω 更

新的依据和更新的频率。
2. 2. 1　

 

迭代公式优化

在式(11)的左右同乘[D+ωE]得到式(12):
[D+ωE] x̂(n) = [(1-ω)D-ωF] x̂(n-1) +ωb (12)

将 x̂(n) = x̂(n-1) +ω( x̂(n) -x̂(n-1) )代入式(12)的左

边可得 FA-SOR 算法使用的 SOR 迭代公式:
[D+ωE] x̂(n) = [(ω-1)E-F] x̂(n-1) +b (13)

2. 2. 2　 ω的更新依据

ω 改变的依据在文献[13]中已被证明,当满足

以下两个条件时,收敛速度最快:
ω=ωopt (14)

-lg
 

ρ(GSOR(ωopt)
)= -lg(ωopt -1) (15)

式中:ωopt 是理论的最优松弛参数;GSOR 是 SOR 算

法的迭代矩阵;ρ(GSOR )代表 SOR 算法迭代矩阵的

谱半径。 为了使算法的收敛速度达到最大值,需要

让每一次迭代的松弛参数 ω 接近 ωopt。 从式(15)可
以得到

ωopt = ρ(GSOR(ω)
) +1 (16)

值得注意的是,公式中使用第 k 次迭代的谱半

径计算第 k-1 次迭代的松弛参数 ω,因此引入一个

修正参数 F,松弛参数 ω 的更新公式为

ωopt =F[ρ(GSOR(ω)
) +1] (17)

修正参数 F 在[0. 8,0. 9]内取随机数。 此外,
直接计算 ρ(GSOR ) 需要用到迭代矩阵的非零特征

值,涉及到矩阵分解运算,在大规模 MIMO 的多天线

条件下复杂度很高,因此同样使用迭代的方法去近

似计算 ρ(GSOR)。 在这里把前一项的迭代结果减去

后一项的迭代结果定义为 SOR 的差向量,即
Δk = x̂(k-1) -x̂(k) = GSORΔk-1 (18)

这样就可以用式(19)近似计算谱半径:

ρ(GSOR)≈
Δk

Δk-1
(19)

2. 2. 3　 ω的更新频率

在式(19)中,近似计算 ρ(GSOR )需要两组差向

量,而一组差向量需要两次迭代的结果,因此加上迭
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代的初始值 x̂(0) ,直到得到第二次迭代的结果 x̂(2) ,
FA-SOR 算法才可以更新松弛参数 ω,所以 FA-SOR
算法在第三次迭代开始时才会更新松弛参数 ω。
2. 2. 4　

 

ω与迭代初始值的选取

传统的迭代算法一般会选取 0 向量作为初始

解,然而选择一个合适的初始解可以提升算法的收

敛速度。 根据大规模 MIMO 的信道硬化[14] 现象,当
系统的基站天线数和用户端天线数足够大并且

NR / NT 为固定值时,迭代算法的初始解可以为

x̂(0) = D-1b (20)
松弛参数 ω 的初始值为

a= 1+　 NT / NR( )
2 -1 (21)

ω= 2 / (1+　
1-a2 ) (22)

本文提出的 FA-SOR 算法的具体描述如下:
输入:H,NR ,NT ,K,σ2 ,y;

输出:x̂(k)

1
 

初始化部分:
2

 

A=HHH+σ2INT
;b=HHy;A=D+E+F;

3
 

x̂(0) = D-1b;

4
 

a= (1+ 　 NT / NR ) 2 -1;

5
 

ω= 2 / (1+ 　
1-a2 );

6
 

k= 1;ωk =ω;Δk = 0;ρk = 0;F= 0. 8;
7

 

迭代部分:
8

 

for
 

k<K
 

do
9

 

　 　
 

if
 

k= 1
 

then　 　 / / 第一次迭代

10
 

　 　 　 　 　 if
 

ωk>τk
 then

11　 　 　 　 　 　 　
 

ωk = τk;
12

 

　 　 　 　 　 end
 

if
13

 

　 　 　 x̂(k) = (D+ωkE)-1(((1-ωk)D-ωkF)x̂(k-1) +ωkb);

14
 

　 　 　 　 Δk = ωk( x̂(k-1) -x̂(k) ) ;
15

 

　 　 　 　 ωk+1 =ωk;
16

 

　 　 end
 

if
17　 　

 

if
 

k= 2
 

then
 

　 / / 第二次迭代

18
 

　 　 　 　 　 if
 

ωk>τk
 then

19
 

　 　 　 　 　 　 　 ωk = τk;
20　 　 　 　

  

end
 

if
21　 　 　 x̂(k) = (D+ωkE)-1(((1-ωk)D-ωkF)x̂(k-1) +ωkb);

22　 　 　 　 Δk = ωk( x̂(k-1) -x̂(k) ) ;
23

 

　 　 　 　 ρk = Δk / Δk-1

24　 　 end
 

if
25　 　 if

 

k>2
 

then
 

/ / 第三次迭代,同时开始更新松弛参数

26
 

　 　 　 　 ωk =F(1+ρk-1 );
 

27　 　 　 　 if
 

ωk>τk
 then

28　 　 　 　 　 　 　 ωk = τk;

29　 　 　 　 end
 

if
30　 　 　 x̂(k) = (D+ωkE)-1(((1-ωk)D-ωkF)x̂(k-1) +ωkb);

31　 　 　 　 Δk = ωk( x̂(k-1) -x̂(k) ) ;
32　 　 　 　 ρk = Δk / Δk-1

33
 

　 　 　 　 ωk+1 =ωk;
34

 

　 　
 

end
 

if

FA-SOR 算法中的变量说明见表 1,τk 的参考值

见表 2。
表 1　 算法中的变量说明

Tab. 1
  

Variables
 

in
 

FA-SOR
 

algorithm
变量名 意义

K 算法的总迭代次数,由用户设置

k 当前的迭代次数

ωk 第 k 次迭代使用的松弛参数

Δk 第 k 次迭代后的差向量

ρk 第 k 次迭代后的 SOR 迭代矩阵谱半径估计值

F 修正因子

τk 第 k 次迭代使用的松弛参数上限

表 2　 τk 的参考值[13]

Tab. 2
 

Reference
 

value
 

for
 

τk
[13]

τk 参考值 τk 参考值

τ1 1. 6 τ5 1. 975

τ2 1. 8 τ6 1. 985

τ3 1. 9 τ7 1. 990

τ4 1. 95 τ8 1. 995

注:8 次以后均为 1. 995。

3　 仿真结果与复杂度分析

3. 1　 仿真结果

将本文提出的 FA-SOR 算法与在文献[8]中提

出的 A-SOR 算法和 NA-SOR 算法进行比较。 仿真

使用的信道模型有两种:一种是理想瑞利信道(信

道相 互 独 立 ); 另 一 种 是 在 第 1 节 中 提 到 的

Kronecker 信道模型(信道间存在相关性)。 选择信

号调制模式为 16QAM,MIMO 系统尺寸为 NR ×NT =
128×16 和 NR ×NT = 128×8。 仿真结果采用精确矩阵

求逆的 MMSE 检测结果作为基线。
在理想瑞利信道下各个算法的误码率如图 1 所

示,δr = 0,δt = 0,k 为迭代次数。 对于文献[8]中的

NA-SOR 算法,松弛参数 ω = 1. 286
 

5,对于新提出的

FA-SOR 和文献[8] 中 A-SOR 算法,初始松弛参数

ω= 1. 286
 

5。
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(a)NR ×NT = 128×16

(b)NR ×NT = 256×32
图 1　 理想信道下各算法误码率

Fig. 1
  

BER
 

Performance
 

comparison
 

in
 

ideal
 

independent
 

channel

从图 1 可知,在理想信道下,当 NR ×NT = 128×16
和 NR ×NT = 256×32 时,新提出的 FA-SOR 算法经过

3 次迭代就可以逼近 MMSE 算法的结果,并且误码

率比经过 4 次迭代的 A-SOR 和 NA-SOR 还要低。
当 NR ×NT = 128×8,δr = 0. 5,δt = 0. 5 时,在全相

关信道下各个算法的误码率如图 2 所示,可以看出,
当信噪比大于 10

 

dB 时,新提出的 FA-SOR 算法可

以较好地逼近 MMSE 算法并且比文献[8]中的两种

算法性能更优秀,在迭代次数 k = 10 时误码率已经

比 k= 11 的 A-SOR 算法更低。

图 2　 相关信道下各算法误码率
Fig. 2

 

BER
 

performance
 

comparison
 

in
 

correlated
 

channel

3. 2　 复杂度分析

表 3 给出了 3 种算法的复杂度比较。 由于 3 种

算法都包含了 A 和 b 的复杂度,所以表中数据不包

括计算 A 和 b 的复杂度。
表 3　 各算法复杂度

Tab. 3
 

Comparison
 

of
 

computational
 

complexity

迭代次数
复杂度

NA-SOR[8] A-SOR[8] FA-SOR

k=2 12N2
T +4NT 12N2

T +12NT +22 13N2
T +9NT +7

k=3 18N2
T +6NT 18N2

T +18NT +31 19N2
T +13NT +10

k=4 24N2
T +8NT 24N2

T +24NT +40 25N2
T +17NT +13

k=10 60N2
T +20NT 60N2

T +60NT +94 61N2
T +41NT +31

k=11 66N2
T +22NT 66N2

T +66NT +103 67N2
T +45NT +34

根据表中数据,图 1(a)条件下的 NA-SOR(k =
4)、A-SOR(k= 4)、FA-SOR( k = 3)的具体复杂度为

6
 

272,6
 

568,5
 

082,图 1( b)条件下的 NA-SOR( k =
4)、A-SOR(k= 4)、FA-SOR( k = 3)的具体复杂度为

24
 

832, 25
 

000, 19
 

882, 图 2 条 件 下 的

NA-SOR(k= 11)、A-SOR( k = 11)、FA-SOR( k = 10)
的具体复杂度为 4

 

400,4
 

855,4
 

263。 可见不论是

在理想信息下还是高度相关信道下,达到同一误码

率所需的计算复杂度,新提出的 FA-SOR 算法总是

最小的。

4　 结　 论

本文提出了基于 F 修正的自适应 SOR 信号检

测算法,能够在多次迭代的情况下自动更新最合适

的松弛参数 ω。 与文献[8]提出中的 A-SOR 算法相

比,FA-SOR 算法通过简化松弛参数 ω 的更新公式

降低复杂度,同时用差向量优化 SOR 的迭代公式和

选取合适的初始解来保证较快的收敛速度和较好的

误码率性能。 仿真结果表明,FA-SOR 算法在理想

信道和高度相关信道环境下都有着良好的表现。
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