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ＴＤＤ系统中非理想互易条件下双流波束赋形的容量分析
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摘要：在时分双工（ＴＤＤ）多天线系统中，由于上行信道估计误差和上下行传输时延，上下行链路信道
的互易性并不理想。针对非理想互易条件下基于最小均方误差线性接收准则的双流波束赋形，通过推
导其后验信干噪比，得到了容量上界的闭合表达式。数值和仿真结果表明：所得上界与准确值较为接
近；且与理想互易情形相比，非理想互易性对系统的复用增益没有影响，而只会降低系统的阵列增益。
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１ 引言
在无线多入多出（ＭｕｌｔｉｐｌｅＩｎｐｕｔ ＭｕｌｔｉｐｌｅＯｕｔｐｕｔ，

ＭＩＭＯ）系统中，若发射机预知信道状态信息（Ｃｈａｎｎｅｌ
Ｓｔａｔｅ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ＣＳＩ），则可采用简单的波束赋形
（Ｂｅａｍｆｏｒｍｉｎｇ）技术获得阵列增益和分集增益［１ － ２］。

在频分双工（Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ Ｄｉｖｉｓｉｏｎ Ｄｕｐｌｅｘ，ＦＤＤ）系统
中，因上下行链路的ＣＳＩ不具有互易性，故通常需要
接收机将ＣＳＩ反馈给发射机［３］。文献［４ － ６］分析了
ＦＤＤ系统中各种反馈模式下的容量或误码率性能。

然而，反馈会增加ＦＤＤ系统的开销。在时分双
工（Ｔｉｍｅ Ｄｉｖｉｓｉｏｎ Ｄｕｐｌｅｘ，ＴＤＤ）系统中，上下行链路
的ＣＳＩ通常具有互易性，因此，发射机可以在当前时
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刻利用接收到的导频信号估计出ＣＳＩ，计算出用于
下一时刻的发射波束赋形向量或矩阵。但是，ＣＳＩ
估计误差和上下行链路的时分复用特性导致的传输
时延都会使得上下行链路的ＣＳＩ不再具有理想的互
易性。文献［７］研究了非理想互易性对多入单出
（ＭｕｌｔｉｐｌｅＩｎｐｕｔ ＳｉｎｇｌｅＯｕｔｐｕｔ，ＭＩＳＯ）系统中单流波束
赋形的误码率影响。

目前的主流无线通信标准之一ＬＴＥ（Ｌｏｎｇ Ｔｅｒｍ
Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ）已经在其Ｒｅｌｅａｓｅ － ９版本中将双流波束赋
形［８］列入，它不但可以实现单流波束赋形具备的分
集增益和阵列增益，还能带来复用增益，正日益受到
关注。就作者所知，在公开的文献中，有关ＴＤＤ系
统中非理想互易性对双流波束赋形影响的理论分析
还十分少见。有鉴于此，针对实际系统采用非常广
泛的最小均方误差（Ｍｉｎｉｍｕｍ Ｍｅａｎ Ｓｑｕａｒｅｄ Ｅｒｒｏｒ，
ＭＭＳＥ）线性接收准则，本文研究了非理想互易条件
下双流波束赋形的遍历容量。在推导出两个数据流
的平均后验信干噪比（Ｓｉｇｎａｌ ｔｏ Ｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ ｐｌｕｓ Ｎｏｉｓｅ
Ｒａｔｉｏ，ＳＩＮＲ）上界的基础上，得到了与之对应的遍历
容量（Ｅｒｇｏｄｉｃ Ｃａｐａｃｉｔｙ）上界的闭合表达式。数值和
仿真结果表明：所得上界与准确值较为接近，且互易
度只会影响系统的阵列增益，而对系统的复用增益
没有影响。

对本文中的符号说明如下：大小写黑斜体字母
分别表示矩阵和（列）向量；Ｉ表示单位矩阵，０表示
元素全为０的向量；（·）Ｔ和（·）Ｈ分别表示转置和
Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ转置；‖·‖表示Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数；ＣＣ ｎ × ｍ 表
示ｎ × ｍ维复矩阵空间；ｖｅｃ（Ａ）表示矩阵Ａ的列展
开；ｔｒ（Ａ）表示矩阵的迹；ＥＸ（·）表示关于随机变量
Ｘ的数学期望，当不致引起混淆时，也用Ｅ（·）表示；
ＣＮ（ｍ，Σ）表示均值向量为ｍ、协方差矩阵为Σ的
复高斯随机向量分布。

２ 系统模型
考虑基站有Ｍ个天线、终端有Ｎ个天线（２≤Ｎ

≤Ｍ）的采用双流波束赋形的下行链路。实际信道
一般是频率选择性的，但采用正交频分复用（Ｏｒｔｈｏｇ
ｏｎａｌ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ Ｄｉｖｉｓｉｏｎ Ｍｕｌｔｉｐｌｅｘｉｎｇ，ＯＦＤＭ）技术可以
将宽带信道转化为多路窄带信道［９］。为分析方便，
假设收发两端之间的信道是平坦衰落的。因此，系
统的基本输入输出关系可表示为

ｒ ＝ ＨＦｓ ＋ ｚ （１）

式中，ｒ∈ＣＣ Ｎ × １ 为接收信号向量；信道矩阵Ｈ∈
ＣＣ Ｎ × Ｍ满足ｖｅｃ（Ｈ）～ ＣＮ（０，Ｉ）；Ｆ∈ＣＣ Ｍ × ２表示双流
波束赋形矩阵，且满足ＦＨＦ ＝ Ｉ；ｓ ＝［ｓ１ ｓ２］Ｔ表示发
射信号向量，且满足功率约束条件Ｅ ｓ ｓ( )Ｈ ＝ ＰＩ ／ ２；
ｚ∈ＣＣ Ｎ × １表示加性噪声向量，且满足ｚ ～ ＣＮ（０，Ｉ）。
定义信噪比为总的平均发射功率与每个接收天线处
的噪声功率之比。由以上假设知，总的平均发射功
率为Ｅ （Ｆｓ）Ｈ[ ]Ｆｓ ＝ Ｐ，且噪声平均功率为１，故所
述系统的信噪比在数值上等于Ｐ 。

对ＴＤＤ系统，双流波束赋形的过程可详述如下：
步骤１：基站通过终端在上行链路发射的导频

信号来获取信道的估计值珟Ｈ。假设上行采用ＭＭＳＥ
信道估计［１０］，且信道的时变特性服从经典的Ｊａｋｅｓ
模型［１１］，则Ｈ和珟Ｈ之间可用如下的一阶自回归模
型表示［６］：

Ｈ ＝α珟Ｈ ＋βＥ，α２ ＋β２ ＝ １ （２）
式中，α为互易度因子，表示Ｈ和珟Ｈ之间的互易程
度；Ｅ为与珟Ｈ独立的误差矩阵，包含了上行信道估
计误差和上下行传输时延两方面的影响，满足
ｖｅｃ（Ｅ）～ ＣＮ（０，Ｉ）；

步骤２：基站对珟Ｈ做奇异值分解（Ｓｉｎｇｕｌａｒ Ｖａｌｕｅ
Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）［１２］，即珟Ｈ ＝ ＵΣＶＨ，这里Ｕ、Σ
和Ｖ分别为珟Ｈ的左奇异矩阵、奇异值矩阵和右奇异
矩阵。取Ｖ中与最大两个奇异值对应的两列构成
波束赋形矩阵Ｆ，并对ｓ做双流波束赋形；

步骤３：终端估计下行链路的等效信道矩阵Ｇ
＝ ＨＦ并基于ＭＭＳＥ线性接收准则做相应的信号检
测。因本文着重考察非理想互易条件对系统的影
响，故假设Ｇ的估计准确无误。

３ 遍历容量分析
３ ．１ 系统的等效输入输出关系

考察等效信道矩阵Ｇ ＝ ＨＦ ＝αＵΣＶＨＦ ＋
βＥＦ。首先，容易得到ＵΣＶＨＦ ＝ σ１ ｕ１ σ２ ｕ[ ]２ ，
这里σ１和σ２分别为珟Ｈ的第一大和第二大奇异值，
ｕ１和ｕ２分别为σ１和σ２对应的左奇异向量。其次，
设ＥＦ ＝［ｎ１ ｎ２］，由于ＦＨＦ ＝ Ｉ，故ＥＦ和Ｅ中各
元素的统计分布特性相同，即ｎ１，ｎ２ ～ ＣＮ（０，Ｉ）。
由此，Ｇ可表示为ασ１ ｕ１ ＋βｎ１ ασ２ ｕ２ ＋βｎ[ ]２ 
ｇ１ ｇ[ ]２ 。
由以上分析知，式（１）可重写为

ｒ ＝ Ｇｓ ＋ ｚ ＝ ｓ１ ｇ１ ＋ ｓ２ ｇ２ ＋ ｚ （３）
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将式（３）看作系统的等效输入输出关系，它
等价于一个２发Ｎ收的ＭＩＭＯ，可采用各种经典的
ＭＩＭＯ检测算法进行处理。目前，考虑到性能和复
杂度的折衷，业界一般采用ＭＭＳＥ线性接收准则，
本文也遵从这一假设。对应于ｓ１和ｓ２的ＭＭＳＥ滤
波器向量为

ｗ１ ＝ ｇ１ ｇＨ１ ＋ ｇ２ ｇＨ２ ＋ ２Ｉ ／( )Ｐ － １ｇ１
ｗ２ ＝ ｇ１ ｇＨ１ ＋ ｇ２ ｇＨ２ ＋ ２Ｉ ／( )Ｐ － １ｇ{

２
（４）

ｓ１和ｓ２对应的判决表达式为
ｓ^１ ＝ ｗＨ１ ｒ ＝ ｗＨ１ ｇ( )１ ｓ{ １

ｓｉｇｎａｌ

＋ ｗＨ１ ｇ( )２ ｓ２ ＋ ｗＨ１       
ｚ

ｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ ｐｌｕｓ ｎｏｉｓｅ

ｓ^２ ＝ ｗＨ２ ｒ ＝ ｗＨ２ ｇ( )２ ｓ{ ２
ｓｉｇｎａｌ

＋ ｗＨ２ ｇ( )１ ｓ１ ＋ ｗＨ２       

ｚ
{

ｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ ｐｌｕｓ ｎｏｉｓｅ

（５）
３ ．２ 后验信干噪比推导

分析系统容量的关键是推导出两个数据流的后
验ＳＩＮＲ。由式（３）～（５）可知，ｓ１和ｓ２具有对称性，
以下将以ｓ１为例进行分析。对ｓ１，其滤波后的后验
ＳＩＮＲ为［１３］

ρ１ ＝ ｇＨ１ ｇ２ ｇＨ２ ＋ ２Ｉ ／( )Ｐ － １ｇ１ （６）
根据矩阵求逆引理（Ｓｈｅｒｍａｎ － Ｍｏｒｒｉｓｏｎ公式）［１２］：

Ａ ＋ ｘ ｙ( )Ｈ － １ ＝ Ａ － １ － Ａ
－ １ｘ ｙＨ Ａ － １
１ ＋ ｙＨ Ａ － １ｘ

（７）
将式（６）进一步化简，得：

ρ１ ＝ Ｐ２ ‖ｇ１‖
２ － Ｐ

ｇＨ１ ｇ２ ２ ／ ２
１ ＋ Ｐ ‖ｇ２‖２( )／ ２ （８）

给定珟Ｈ，由于ｇ１和ｇ２中既含有由珟Ｈ确定的
σ１ ｕ１和σ２ ｕ２，又包括与之无关的随机向量ｎ１和ｎ２，
对式（８）求关于‖ｇ１‖２、‖ｇ２‖２和ｇＨ１ ｇ２ ２的数
学期望，得到ρ１的条件均值：
Ｅｇ１，ｇ２ ρ１ 珟( )Ｈ ＝

Ｅ Ｐ２ ‖ｇ１‖
２ － Ｐ

ｇＨ１ ｇ２ ２ ／ ２
１ ＋ Ｐ ‖ｇ２‖２( )[ ]／ ２ ≤

Ｐ
２ Ｅ ‖

ｇ１‖( )２ － ＰＥ ｇＨ１ ｇ２( )２

２ ＋ ＰＥ ‖ｇ２‖( )[ ]２ ＝

Ｐ
２ α

２σ２１ ＋β２Ｎ － Ｐβ
２α２σ２１ ＋σ( )２２ ＋β２[ ]Ｎ
２ ＋ Ｐα２σ２２ ＋β２( ){ }Ｎ

（９）
这里利用了

Ｅ ‖ｇ１‖( )２ ＝α２σ２１ ＋β２Ｎ，
Ｅ ‖ｇ２‖( )２ ＝α２σ２２ ＋β２Ｎ，
Ｅ ｇＨ１ ｇ２( )２ ＝α２β２σ２１ ＋σ( )２２ ＋β４Ｎ

（１０）

式（９）给出了给定珟Ｈ时ρ１均值的上界。再对其求

关于珟Ｈ的数学期望得到ρ１均值的上界：
Ｅρ( )１ ＝ Ｅ珟Ｈ Ｅｇ１，ｇ２ ρ１ 珟( )[ ]Ｈ ≤

Ｐ
２ α２Ｅσ( )２１ ＋β２Ｎ{ －

Ｐβ２α２ Ｅσ( )２１ ＋ Ｅσ( )( )２
２ ＋β２[ ]Ｎ

２ ＋ Ｐα２Ｅσ( )２２ ＋β２( ) }Ｎ
（１１）

式（９）和式（１１）中“≤”成立源于Ｊｅｎｓｅｎ不等式。
由对称性，ｓ２对应的后验ＳＩＮＲ及其均值的上

界分别为

ρ２ ＝ Ｐ２ ‖ｇ２‖
２ － Ｐ

ｇＨ１ ｇ２ ２ ／ ２
１ ＋ Ｐ ‖ｇ１‖２( )／ ２ （１２）

和
Ｅρ( )２ ≤

Ｐ
２ α２Ｅσ( )２２ ＋β２Ｎ{ －

Ｐβ２α２ Ｅσ( )２１ ＋ Ｅσ( )( )２
２ ＋β２[ ]Ｎ

２ ＋ Ｐα２Ｅσ( )２１ ＋β２( ) }Ｎ
（１３）

式（１１）和式（１３）给出了ρ１和ρ２均值的上界。
在理想互易条件（α＝ １）下，易得Ｅ ρ( )１ ≤ ＰＥ

σ( )２１ ／ ２，Ｅρ( )２ ≤ＰＥσ( )２２ ／ ２，即上界与准确值相等。
由矩阵理论知，σ２１和σ２２就是Ｗｉｓｈａｒｔ矩阵珟Ｈ珟ＨＨ的第
一大和第二大特征值［１２］。文献［１４］系统研究了
Ｗｉｓｈａｒｔ矩阵的特征值分布特性，但只给出了其所有
特征值的联合概率密度函数和最小特征值的概率密
度函数。一般地，对任意Ｎ≤Ｍ，Ｅσ( )２１ 和Ｅσ( )２２ 可
通过仿真得到。当Ｎ ＝ ２时，珟Ｈ只有两个非零奇异
值σ１和σ２，可先通过数值计算得到Ｅσ( )２２ ，再应用
公式σ２１ ＋σ２２ ＝ ｔｒ 珟Ｈ珟Ｈ( )Ｈ 求出Ｅσ( )２１ ＝ Ｅ ｔｒ 珟Ｈ珟Ｈ( )[ ]Ｈ

－ Ｅσ( )２２ ＝ ＭＮ － Ｅσ( )２２ 。表１列出了部分Ｍ和Ｎ
对应的Ｅσ( )２１ 和Ｅσ( )２２ 值。

表１ 部分Ｍ和Ｎ对应的Ｅσ( )２１ 和Ｅσ( )２２ 值
Ｔａｂｌｅ １ Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｅσ( )２１ ａｎｄ Ｅσ( )２２ ｆｏｒ ｓｅｖｅｒａｌ Ｍ ａｎｄ Ｎ

Ｍ Ｎ Ｅσ( )２１ Ｅσ( )２２

２ ２ ３．５００ ０ ０．５００ ０

３ ２ ４．８７４ ９ １．１２５ １

４ ２ ６．１８７ ３ １．８１２ ７

８ ２ １１．１４１ ２ ４．８５８ ８

下面简要分析非理想互易情形对平均后验
ＳＩＮＲ的影响。定义平均后验ＳＩＮＲ损失为理想互易
情形与非理想互易情形的后验ＳＩＮＲ比值的平均值，
即（以ｓ１为例）：

·２３·
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Δρ１Ｅρ１ α＝１ρ( )
１

＝ Ｅ
σ２１

‖ｇ１‖２ －
Ｐ ｇＨ１ ｇ２ ２ ／ ２
１ ＋ Ｐ‖ｇ２‖２







／ ２
≥

Ｅσ( )２１

Ｅ ‖ｇ１‖２ －
Ｐ ｇＨ１ ｇ２ ２ ／ ２
１ ＋ Ｐ‖ｇ２‖２( )／ ２

≥

Ｅσ( )２１

Ｅ ‖ｇ１‖( )２ － ＰＥ
ｇＨ１ ｇ２( )２

２ ＋ ＰＥ ‖ｇ２‖( )２
＝

Ｅσ( )２１

α２Ｅσ( )２１ ＋β２Ｎ － Ｐβ
２ α２ Ｅσ( )２１ ＋ Ｅσ( )( )２

２ ＋β２[ ]Ｎ
２＋ Ｐα２Ｅσ( )２２ ＋β２( )Ｎ

≥

Ｅσ( )２１

α２Ｅσ( )２１ ＋β２Ｎ － Ｐβ
２ α２ Ｅσ( )２１ ＋ Ｅσ( )( )２

２ ＋β２[ ]Ｎ
２＋ Ｐα２ Ｅσ( )２１ ＋ Ｅσ( )( )２

２ ＋β２[ ]Ｎ

＝
Ｐ→∞

Ｅσ( )２１
α２Ｅσ( )２１ ＋β２（Ｎ － １）

（１４）
式中，前两个“≥”成立源于Ｊｅｎｓｅｎ不等式，最后一个
“≥”成立源于Ｅσ( )２１ ＋ Ｅσ( )２２ ＞ Ｅσ( )２２ 。同理可得
ｓ２对应的平均后验ＳＩＮＲ损失：
Δρ２≥ Ｅ σ( )２２

α２Ｅ σ( )２２ ＋β２Ｎ － Ｐβ
２ α２ Ｅ σ( )２１ ＋ Ｅ σ( )( )２

２ ＋β２[ ]Ｎ
２＋ Ｐ α２ Ｅ σ( )２１ ＋ Ｅ σ( )( )２

２ ＋β２[ ]Ｎ

＝
Ｐ→∞

Ｅ σ( )２２
α２Ｅ σ( )２２ ＋β２（Ｎ －１）

（１５）
由式（１４）和式（１５）可以看出：ｓ１和ｓ２对应的平均

后验ＳＩＮＲ损失的下界都将随着Ｐ的增大收敛于一
常数，而与Ｐ无关，且当Ｐ→∞时前者大于后者。
３ ．３ 遍历容量推导

当ｓ１和ｓ２分别满足复高斯分布时，其对应的
（单位带宽上的）容量为

Ｃ１ ＝ ｌｂ（１ ＋ρ１）
Ｃ２ ＝ ｌｂ（１ ＋ρ２{ ） （１６）

其对应的遍历容量为
Ｅ（Ｃ１）＝ Ｅ ｌｂ（１ ＋ρ１[ ]）≤ｌｂ １ ＋ Ｅ（ρ１[ ]）
Ｅ（Ｃ２）＝ Ｅ ｌｂ（１ ＋ρ２[ ]）≤ｌｂ １ ＋ Ｅ（ρ２[ ]{ ） （１７）

式中，“≤”成立源于Ｊｅｎｓｅｎ不等式。将式（１１）和式
（１３）代入式（１７）即可得到遍历容量的上界。

４ 数值和仿真结果
在数值计算和仿真中，设定Ｍ ＝ ４、Ｎ ＝ ２，所用

信道模型及系统处理流程与第２节描述完全一致。
图１给出了信道互易度因子α为１、０ ． ８、０ ． ６三

种情形下两个数据流的平均后验ＳＩＮＲ与信噪比的
关系。其中分析所得上界根据式（１１）和式（１３）计算

而得，准确值根据式（８）和式（１２）由Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ仿真
而得；α＝ １对应于上下行信道的理想互易情形（下
同）。从中可以发现：

（１）对每个数据流，理论分析求出的上界与对应
的仿真值非常接近，说明所得上界十分紧凑，也表明
了理论推导的正确性；特别地，当α＝ １时，上界与
准确值重合，这与３ ．２节的分析一致；

（２）对每个数据流，α越小将导致其后验ＳＩＮＲ
越小，但不同α对应的曲线只有相对平移，而斜率
相同，这一点由式（１１）和式（１３）也可以看出；

（３）无论是分析得到的下界还是仿真得到的准
确值，相对第一个数据流，第二个数据流的平均后验
ＳＩＮＲ损失较小，这与３ ．２节的分析一致。

（ａ）第一个数据流

（ｂ）第二个数据流
图１ 后验信干噪比与信噪比的关系（Ｍ ＝ ４，Ｎ ＝ ２）

Ｆｉｇ．１ Ｐｏｓｔ － ＳＩＮＲ ｖｓ． ＳＮＲ（Ｍ ＝ ４，Ｎ ＝ ２）

图２给出了信道互易度因子α为１、０ ．８、０ ．６三
种情形下两个数据流的遍历容量与信噪比的关系。
其中分析所得上界根据式（１１）、式（１３）和式（１７）计
算而得，准确值根据式（８）、式（１２）和式（１６）由Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ仿真而得。从中可以看出：

（１）对每个数据流，理论分析求出的上界与对应
的仿真值较为接近，说明所得上界比较紧凑，同样表

·３３·
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明了理论推导的正确性；
（２）对每个数据流，不同α对应的曲线在中高信

噪比（Ｐ≥１０ ｄＢ）区域只有相对平移，而斜率相同，
这表明虽然α越小将导致其遍历容量越小，但只有
阵列增益损失而没有复用增益损失。

（ａ）第一个数据流

（ｂ）第二个数据流
图２ 遍历容量与信噪比的关系（Ｍ ＝ ４，Ｎ ＝ ２）
Ｆｉｇ．２ Ｅｒｇｏｄｉｃ ｃａｐａｃｉｔｙ ｖｓ． ＳＮＲ（Ｍ ＝ ４，Ｎ ＝ ２）

５ 结论
本文分析了ＴＤＤ系统中上下行链路信道的非

理想互易性对双流波束赋形的影响，推导了基于
ＭＭＳＥ线性接收准则的两个数据流的平均后验ＳＩＮＲ
及其上界，并进一步得到了遍历容量的上界。数值
和仿真结果表明：所得上界与准确值较为接近，且与
理想互易情形相比，非理想互易性只会降低系统的
阵列增益，而对系统的复用增益没有影响。

下一步将研究非理想互易性对系统断线容量
（Ｏｕｔａｇｅ Ｃａｐａｃｉｔｙ）和误码率的影响以及两个数据流
之间的最优功率分配。
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《电讯技术》征稿的新要求

为了促进本刊的国际化进程，进一步扩大影响力，为广大科技人员搭建更高层次的学术研究和技术交流
平台，现对来稿作如下几点新的要求：

（１）来稿中的图题、表题应给出对应的英文翻译；
（２）中文参考文献采用双语著录；
（３）属于基金项目的来稿应给出项目的英文翻译；
（４）提供作者简介的英文翻译，其中应包括作者的出生年、籍贯、何时获得学位、研究方向等内容，可参见

ＩＥＥＥ系列刊物作者简介的翻译；
（５）欢迎作者将具有原创性的研究成果直接以全英文论文投稿，应注意语言流畅，专业术语准确，符合科

技英语表达习惯，并附上中文标题、单位、摘要和关键词，以及中文作者简介；
（６）为了保证出版的及时性，作者不得在自校阶段对稿件作大幅修改，否则，将按新投稿件处理，编辑部

保留追究由此造成的一切损失的权利。
更多信息请浏览本刊网站：ｗｗｗ． ｔｅｌｅｏｎｌｉｎｅ ． ｃｎ。
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