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摘摇 要:针对基于离散傅里叶变换(DFT)相位差的正弦波频率估计方法对频偏敏感的问题,提出了一

种改进 DFT 相位差频率估计方法。 首先推导了 DFT 相位差法频率估计的均方误差,然后提出了基于

Rife 插值的改进 DFT 相位差频率估计方法,较好地解决了正弦波频率估计对频偏敏感的问题。 仿真实

验结果表明,改进方法在各种频偏下均能取得较高的估计精度,估计性能接近克拉美罗限(CRLB)。
关键词:正弦波频率估计;频偏敏感;DFT 相位差;Rife 插值

中图分类号:TN911. 6摇 摇 文献标志码:A摇 摇 文章编号:1001-893X(2016)10-1129-05

Sinusoidal Signal Frequency Estimation Based on
Improved DFT Phase Difference
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Abstract:The frequency offset sensitivity problem of discrete Fourier transform(DFT) phase difference
method in sinusoid wave frequency estimation is studied. An improved DFT phase difference frequency esti鄄
mation method is presented. Firstly,the mean-squared error(MSE) of DFT phase difference method is de鄄
duced. And then,an improved DFT phase difference frequency estimation method based on Rife interpola鄄
tion is proposed. The improved method has well solved the problem of sensitivity to frequency offset. The
computer simulation results indicate that the improved method has higher estimation accuracy in any fre鄄
quency offset,and its estimation performance is close to Cramer-Rao lower bound(CRLB).
Key words:sinusoidal signal frequency estimation;frequency offset sensitivity;DFT phase difference;Rife
interpolation

1摇 引摇 言

正弦波信号频率估计在雷达、通信、声纳以及电

子对抗等诸多涉及信号处理的领域有着广泛的应

用,且经常作为其他复杂信号处理的基础工具,具有

十分重要的研究价值[1-5]。 文献[6]给出了加性高

斯白噪声背景下正弦波频率的最大似然估计,估计

性能接近克拉美罗限 ( Cramer -Rao Lower Bound,

CRLB),是最优估计,但该方法需要进行一维搜索,
计算量太大,无法工程实现[7]。 基于离散傅里叶变

换(Discrete Fourier Transform,DFT)的快速傅里叶变

换(Fast Fourier Transform,FFT)计算速度快,适合于

实时处理,特别是随着硬件技术的迅速发展,基于

DFT 的频率估计方法获得了广泛应用,但 DFT 算法

栅栏效应导致的频偏严重影响了频率估计精度。 文
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献[8]提出利用信号 FFT 的最大两根谱线进行插值

估计正弦波频率,即 Rife 算法。 但 Rife 算法没有考

虑到噪声的影响,在信噪比较低且信号实际频率接

近 FFT 量化频率点时,容易出现插值方向的错判,
影响频率估计精度。 为此,相继出现了基于 Rife 算

法的各种改进正弦波频率估计方法[9-12],但这些方

法均没有有效解决频偏对 Rife 算法频率估计性能

的影响。 文献[13]利用 DFT 相位直接估计信号频

率,但存在相位模糊问题。 为解决 DFT 相位估计信

号频率时的相位模糊问题,文献[14]提出了基于

DFT 相位差的频率估计算法,该方法通过计算两段

DFT 谱线峰值处的相位差完成频率估计,但当信号

频率位于两根 DFT 量化谱线之间时,噪声将严重影

响 DFT 的相位提取,进而导致频率估计错误。
针对上述文献研究的不足,本文提出一种基于

Rife 插值的改进 DFT 相位差频率估计方法,介绍了

DFT 相位差法频率估计原理,推导了 DFT 相位差法

频率估计的均方误差,最后结合 Rife 插值思想给出

了一种改进的 DFT 相位差频率估计方法。 理论分

析表明改进方法能够较好地解决频偏对正弦波频率

估计的影响。 仿真实验结果验证了改进估计方法的

有效性。

2摇 DFT 相位差频率估计

2. 1摇 算法原理

频率为 f0,初始相位为 准0,幅值为 a 的正弦波

信号可以表示为

s(n)= a·exp[j(2仔f0Tn / N+准0)],n=0,1,…,N-1。
(1)

式中:T 为采样周期;N 为采样点数。 将序列 s(n)平
均分为两个长度相同的序列 s1(n)和 s2(n),两者为

频率和初相均相同的信号,区别仅在于 s2(n)相比

s1(n)延迟了 N / 2 个采样点,相差固定相位差 驻渍 =
仔f0T。 分别计算序列 s1(n)和 s2(n)的 N / 2 点 DFT,
频谱 S1(k)和 S2(k)的幅度项相同。 设 S1(k)最大谱

线为 k0,由 DFT 最大谱线得出的频率粗估计值为

f̂ k0 = k0·驻f(驻f = 2 / T 为 N / 2 点 DFT 频率分辨率)。
令 渍1 和 渍2 分别表示 S1(k)和 S2(k)的 DFT 最大谱

线的相位,则相位差 驻渍 =渍2 -渍1 =仔f0T-2k0仔。 当 f0
在(k0依0. 5)驻f 范围内变化时,驻渍 在-仔 ~ 仔 之间变

化,因此可以利用 驻渍 估计 DFT 最大谱线与频率 f0
的偏差。 因此,基于 DFT 相位差的正弦波信号频率

估计可以表示为

f̂0 =
2k0

T +驻渍仔T 。 (2)

2. 2摇 性能分析

DFT 最大谱线处幅值的输出信噪比可近似

为[7]

SNRo =
N·SNR i·sinc2(啄)

2 。 (3)

式中:SNR i = a2 / 2滓2
z 为输入信噪比 (滓z 为噪声方

差);啄= k0-f0T / 2 表示最大谱线频率与真实频率的

频偏,且 啄沂(-0. 5,0. 5)。 由于实际中 N垌1,因此

DFT 最大谱线位置的错误概率可以忽略,即 DFT 相

位差频率估计的估计误差主要取决于式中第二项的

相位差提取误差。
被噪声污染信号 r(n)的 DFT 最大谱线处的相

位 准k0可以表示为[14]

准k0 =渍k0-arctan
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式中:渍k0为信号 s(n)的 DFT 最大谱线处相位;Ak0为

DFT 最大谱线幅值;渍z 为噪声 DFT 相位。 式(4)第
二项即为噪声产生的相位误差。

由于噪声频谱 Z ( k) 的幅度 b 服从均值为

N仔滓2
z / 2、方差为 3N仔滓2

z / 4 的 Rayleigh 分布,因此

对于较大的信号长度 N,b / Ak0接近或大于 1 的概率

很小,因此式(4)可作如下近似而不影响后续的误

差分析:

准k0抑渍k0-
bsin渍z

Ak0

。 (5)

信号 DFT 最大谱线处相位提取的均方误差为

E[(准k0-渍k0)
2] =D bsin渍z

Ak

é
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ù
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=

1
A2

k0

D[bsin渍z] = 2
N·SNRi·sinc(啄)。

(6)
式中:bsin渍z 为噪声信号频谱的虚部,其方差为

0. 5N·滓2
z。

综上所述,DFT 相位差频率估计均方误差可近

似为

E[( f̂0-f0) 2] = 驻f
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

仔
2

D[(渍2-渍1)]。 (7)

根据噪声 DFT 的不相关特性[6],上式可写为

E[( f̂0-f0) 2] = 驻f
2

æ

è
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ø
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仔
2

·2E[(准k0-渍k0)
2] =
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2驻f2
N仔·SNR i·sinc(啄)。 (8)

结合 sinc 函数特性可知,当信号频率位于 DFT
某个离散频率附近时,频偏 啄 的绝对值较小,DFT 相

位差频率估计具有较高的估计精度,但是当信号频

率位于两个离散频率的中心区域时,频偏 啄 的绝对

值较大,DFT 相位差法频率估计误差较大,而实际应

用中 DFT 最大谱线对应频率与实际频率的频偏是

不可控因素。

3摇 改进频率估计方法

文献[8]提出利用信号频谱的最大两根谱线进

行插值对正弦波频率进行估计:

f̂0 = k0+r
Ak0+r

Ak0 + Ak0+

æ

è
ç

ö

ø
÷

r
·驻f。 (9)

当 Ak0+1<Ak0-1时,r = -1;当 Ak0+1逸Ak0-1时,r = 1。
仿真结果表明,在含有噪声的条件下,当信号频率位

于两个离散频率的中心区域时 Rife 算法性能接近

克拉美罗限,但是当信号频率位于某个量化频率附

近时 Rife 算法估计误差增大。 由此可见,Rife 算法

的频率估计性能与 DFT 相位差法的频率估计性能

互补,因此本文提出一种基于 DFT 相位差和 Rife 插

值的综合频率估计方法。 该综合方法首先对序列

s1(n)和s2(n)的 DFT 进行 Rife 插值,将信号频移至

某个量化频点附近,然后采用 DFT 相位差法进行频

率高精度估计。 具体算法如下:
(1)将序列分为两个长度相同的序列 s1(n)和

s2(n),分别计算其 N / 2 点 DFT 并搜索出最大频谱

对应的量化频点 k0。
(2)利用 Rife 插值计算信号频移的量化频率单

位 啄0:

啄0 =
Ak0+r

Ak0 + Ak0+r
·驻f。 (10)

(3)将序列 s1(n)和 s2(n)频移 啄0 个量化单位

后,利用频谱细化技术分别计算

S1(k0+啄0)= 移
N/ 2-1

n=0
s1(n)exp(-j4仔

k0+啄0
N n), (11)

S2(k0+啄0)= 移
N/ 2-1

n=0
s2(n)exp(-j4仔

k0+啄0
N n)。 (12)

(4)分别提取 S1( k0 +啄0)和 S2( k0 +啄0)的相位,
计算相位差

驻渍=angle[S2(k0+啄0)]-[S1(k0+啄0)]。 (13)
(5)计算信号频率的估计值

f̂0 = k0+
驻渍
2仔-啄æ

è
ç

ö

ø
÷0 ·驻f。 (14)

进行 Rife 插值时,若信号频率位于两个离散频

率的中心区域,Ak0 和 Ak0+r的值较为接近,Rife 插值

能够很好地将信号频率搬移至 k0 附近,提高 DFT 相

位差法的估计精度;若信号频率与 k0 较为接近,Ak0

将远远大于 Ak0+r,此时计算所得 啄0 将非常小,即频

率搬移后的信号频率仍然位于 k0 附近。 改进 DFT
相位差频率估计方法对频率与 DFT 最大谱线位置

的相对关系不敏感,较好地解决了频偏对频率估计

的影响。

4摇 性能分析及仿真验证

4. 1摇 复杂度分析

基于改进 DFT 相位差的频率估计方法除需要

作两次 N / 2 点的 FFT 外,还需计算两次单点 DFT 和

利用反正切函数计算一次相位。 两次 N / 2 点的 FFT
共需要 N / 2·lbN 次复数乘法和 N·lbN 次复数加

法,两次单点 DFT 共需要 N 次复数乘法和 N-1 次

复数加法。 在采样点数 N 较大的情况下,反正切的

计算量可以忽略。 各基于 DFT 的正弦波频率估计

算法的计算复杂度如表 1 所示。 由表 1 可知,本文

估计算法的计算复杂度略大于 DFT 相位差法和

Rife 算法,远小于其他 Rife 修正算法,能够满足实际

应用要求。
表 1摇 各基于 DFT 的正弦波频率估计算法计算复杂度
Tab. 1 The computation complexity of the DFT-based

sinusoidal frequency estimation methods
算法 复数乘法次数 复数加法次数

DFT 相位差 0. 5N lbN N·lbN
Rife 算法 0. 5N lbN N·lbN

M-Rife 算法 0. 5N lbN+2N N·lbN+1. 34N

基于自相关
的 Rife 算法

0. 5N lbN+2. 5N N·lbN+1. 34N

I-Rife 算法 0. 5N lbN+4N N·lbN+1. 34N
IIN 算法 0. 5N lbN+4N N·lbN+4(N-1)
本文算法 0. 5N lbN+N N·lbN+(N-1)

4. 2摇 仿真分析

为验证基于改进 DFT 相位差的频率估计性能,
将其与 DFT 相位差法、Rife 算法以及频率估计的

CRLB 进行对比仿真。 仿真中信号采样点数 N =
1 024,采样频率为 1 024 kHz, DFT 谱线间隔为

1 kHz,信噪比为 3 dB。 正弦信号频率由 (19. 5,
20. 5) kHz 均匀地选取 19 个频率值,即频偏 啄沂
(-0. 5,0. 5)。 每个频率点作 500 次蒙特卡洛仿真

实验,并计算均方误差,仿真实验结果如图 1 所示。
·1311·
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图 1摇 不同频偏下频率估计性能对比
Fig. 1 The estimation performance comparisons

under different frequency offset

仿真实验结果表明,当频偏 啄 较大时(对应图 1
的两端区域),DFT 相位差法频率估计的均方误差

较大,而 Rife 算法的估计性能较好;当频偏 啄 较小时

(对应图 1 的中间区域),Rife 算法频率估计的均方

误差较大,而 DFT 相位差法的估计性能较好,验证

了前文理论分析的正确性。 由图 1 可知,本文提出

的改进 DFT 相位差频率估计方法较好地综合了

DFT 相位差法和 Rife 算法的优势,对频偏变化不敏

感,频率估计结果具有良好的一致性。
为进一步验证基于改进 DFT 相位差的正弦波

频率估计方法的性能,在不同信噪比下对其进行仿

真验证,并与 DFT 相位差法、Rife 算法以及 CRLB 进

行比较。 仿真实验中信号采样点数 N = 1 024,采样

频率为1 024 kHz,DFT 谱线间隔为1 kHz,信噪比步

进1 dB,每个信噪比下进行 500 次蒙特卡洛仿真实

验。 表 2 ~ 4 分别是信号频率为19. 9 kHz(啄 = 0. 1)、
20. 3 kHz(啄=0. 3)和20. 45 kHz(啄 = 0. 45)时的频率

估计均方误差。

表 2摇 啄=0. 1 时的频率估计性能
Tab. 2 The frequency estimation performance when 啄=0.1

算法
频率估计均方误差 / Hz

-5 dB -4 dB -3 dB -2 dB -1 dB 0 dB 1 dB 2 dB 3 dB 4 dB 5 dB
DFT 相位差 32. 47 28. 81 21. 58 15. 90 13. 70 10. 12 7. 34 5. 24 3. 97 3. 13 2. 36
Rife 算法 44. 23 38. 19 33. 31 28. 92 25. 27 21. 47 17. 81 13. 58 11. 90 9. 70 7. 34
本文算法 33. 29 26. 13 21. 24 14. 63 11. 36 10. 31 6. 90 4. 16 3. 41 2. 11 1. 93
CRLB 18. 52 14. 71 11. 69 9. 28 7. 37 5. 85 4. 65 3. 69 2. 93 2. 33 1. 85

表 3摇 啄=0. 3 时的频率估计性能
Tab. 3 The frequency estimation performance when 啄=0.3

算法
频率估计均方误差 / Hz

-5 dB -4 dB -3 dB -2 dB -1 dB 0 dB 1 dB 2 dB 3 dB 4 dB 5 dB
DFT 相位差 42. 75 36. 09 31. 85 28. 27 23. 69 19. 54 15. 75 12. 95 10. 49 8. 96 5. 35
Rife 算法 39. 96 36. 43 30. 17 29. 04 22. 78 20. 10 16. 29 11. 33 8. 99 7. 37 4. 55
本文算法 32. 14 26. 76 22. 15 14. 06 11. 97 9. 72 7. 95 6. 54 4. 08 3. 37 2. 77
CRLB 18. 52 14. 71 11. 69 9. 28 7. 37 5. 85 4. 65 3. 69 2. 93 2. 33 1. 85

表 4摇 啄=0. 45 时的频率估计性能
Tab. 4 The frequency estimation performance when 啄=0.45

算法
频率估计均方误差 / Hz

-5 dB -4 dB -3 dB -2 dB -1 dB 0 dB 1 dB 2 dB 3 dB 4 dB 5 dB
DFT 相位差 47. 22 43. 94 36. 63 33. 21 27. 43 22. 97 16. 32 13. 11 12. 78 10. 13 9. 05
Rife 算法 31. 62 28. 44 23. 53 20. 81 17. 90 14. 66 12. 72 10. 35 6. 23 4. 18 2. 93
本文算法 30. 55 26. 31 22. 49 19. 18 16. 62 12. 29 11. 42 8. 59 4. 80 3. 88 2. 52
CRLB 18. 52 14. 71 11. 69 9. 28 7. 37 5. 85 4. 65 3. 69 2. 93 2. 33 1. 85

摇 摇 实验结果表明,本文算法在各信噪比下的频率

估计性能均优于 DFT 相位差法和 Rife 算法,对各种

频偏具有较好的适应性,较好地解决了频偏对正弦

波频率估计的影响,估计性能接近 CRLB。

5摇 结摇 论

本文研究了正弦波信号的频率估计问题,首先

推导了 DFT 相位差频率估计的均方误差,然后针对

DFT 相位差频率估计不适用于频偏较大的问题,提
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出了基于改进 DFT 相位差的正弦波频率估计方法。
改进方法较好地融合了 DFT 相位差分法和 Rife 算

法的优点,能够适应各种频偏,频率估计性能接近

CRLB,且算法计算简单,具有较好的工程应用价值。
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