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等式约束最小二乘在“北斗冶姿态测量中的应用*

汪镱林**,田增山

(重庆邮电大学 移动通信技术重庆市重点实验室,重庆 400065)

摘摇 要:针对传统无约束的姿态测量中整周模糊度求解成功率不高的问题,提出利用等式约束快速

求解整周模糊度的算法,并将其应用于“北斗冶姿态测量。 该算法充分利用基线的先验信息,在整周

模糊度的求解过程中加入等式约束,同时利用拉格朗日乘子法求解约束整数最小二乘问题,提高了

姿态测量中整周模糊度和姿态角的求解成功率。 采用静态测试和动态测试验证该算法,结果表明在

“北斗冶单历元条件下,整周模糊度及姿态角的求解成功率提升 30% 左右。
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Application of Equality Constrained Least Squares in BDS
Attitude Determination

WANG Yilin,TIAN Zengshan
(Chongqing Key Laboratory of Mobile Communications Technology,Chongqing University of Posts

and Telecommunications,Chongqing 400065,China)

Abstract:For the low success rate problem of ambiguity resolution in traditional unconstrained attitude de鄄
termination,this paper proposes an algorithm that uses quadratic equality constraint to fast determine inte鄄
ger ambiguity,and applies it to Beidou Navigation Satellite System(BDS) attitude determination. This algo鄄
rithm makes full use of a priori information baseline,adds equality constraints in the process of solving the
ambiguity,and takes advantage of the Lagrange multiplier method for solving constrained integer least
squares problems,thus improving the success rates of integer ambiguity resolution and attitude angle resolu鄄
tion. Static tests and dynamic tests validate that the algorithm can dramatically improve the success rates of
integer ambiguity resolution and BDS attitude determination by about 30% under the condition of the BDS
single epoch.
Key words:Beidou navigation satellite system;attitude determination;integer ambiguity;equality constrain鄄
ed;Lagrange multiplier

1摇 引摇 言

在“北斗冶卫星导航定位系统中,高精度的载波

相位技术可以应用在高精度定位和姿态测量中,利
用载波相位进行高精度姿态测量的核心问题是整周

模糊度的求解,尤其是在单历元的实时应用方面。
整周模糊度求解方法有很多种,目前应用最为广泛

的是最小二乘模糊度去相关平差 ( Least Squares
Ambiguity Decorrelation Adjustment, LAMBDA ) 算
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法[1]。 LAMBDA 算法高效解决了无约束的整周模

糊度问题。 在传统的姿态测量中,例如单历元情况

下,无约束的 LAMBDA 算法求解成功率不高。 为了

提高 LAMBDA 算法在单历元的实时姿态测量情况

下的求解成功率,文献[2]利用基线信息作为先验

信息来提高浮点解的精度,文献[3]利用基线长度

作为简单约束条件,在 LAMBDA 算法搜索部分筛选

待选解,以提升整周模糊度求解的成功率。
本文提出一种利用基线长度作为先验信息的改

进 LAMBDA 算法,将约束条件应用于 LAMBDA 算

法的搜索部分,通过更强的等式约束整数最小二乘,
优化整周模糊度的搜索空间,提升“北斗冶姿态测量

中整周模糊度求解成功率。 实验结果显示即使单历

元条件下也能有效提升整周模糊度成功率,验证了

该方法的有效性。

2摇 “北斗冶姿态测量模型

“北斗冶姿态测量模型中,单历元的观测条件

下,双差伪距和载波相位观测方程[4]线性化后得

E(y)= Aa+Bb,摇 D(y)= Qy。 (1)
式中:y 是观测量;a 是整周模糊度;b 是基线向量;A
是含有载波波长的矩阵;B 是单位矢量矩阵;Qy 是

观测量的协方差矩阵。 “北斗冶姿态测量模型的无

约束的整数最小二乘问题:
min

a沂ZZn,b沂RR3
椰y-Aa-Bb椰2

Qy
=椰ê椰2

Qy
+min
a沂ZZn

椰â-a椰2
Qâ
+

min
b沂RR3

椰b̂(a)-b椰2
Qb̂(a)

。 (2)

无约束的整数最小二乘在定位应用中使用具有

很好的效果,但是在单历元的姿态测量模型中,由于

观测条件的恶劣,整周模糊度 a 求解成功率不高。
“北斗冶姿态测量模型中无约束的整数最小二乘算

法未使用载体基线的先验信息,添加了载体基线的

先验信息后,使“北斗冶姿态测量模型受到更强的约

束,整周模糊度 a 求解成功率提高,进而姿态解算准

确率提高。 改进的“北斗冶姿态测量模型中,加入了

一个基线长度的约束条件,椰b椰2 = l2, l 为基线长

度,则改进的“北斗冶姿态测量模型中,无约束的整

数最小二乘正交分解为[5]

min
a沂ZZn,b沂RR3,椰b椰2=l2

椰y-Aa-Bb椰2
Qy
=

椰ê椰2
Qy
+min
a沂ZZn

(椰â-a椰2
Qâ
+ min
b沂RR3,椰b椰2=l2

椰b̂(a)-b椰2
Qb̂(a)

)。

(3)
式(3)描述的是等式约束整数最小二乘(Quad鄄

ratic Equality Constraints Integer Least-Squares,QC-

ILS),相比式(2),多了等式约束椰b椰2 = l2。 其对应

的 QC-ILS 整周模糊度固定解为 a

倚

,其对应的基线固

定解为 b

倚

。

3摇 等式约束的 LAMBDA 算法

3. 1摇 等式约束最小二乘

“北斗冶姿态测量模型中约束部分的核心算法

是等式约束整数最小二乘。 等式约束最小二乘描述

如下:
x=argmin{xTAx-2bTx},xTx= l2。 (4)

其中约束条件为

xTx= l2。 (5)
式中:A沂RR n伊n为对称矩阵;l屹0 且为常数。

这种约束优化问题可以用 Lagrange 乘数法求

解。 令损失函数为

J(x,姿)= xTAx-2bTx+姿(c2-xTx), (6)

由
鄣J(x,姿)

鄣x =0 和
鄣J(x,姿)

鄣姿 =0 分别得

(A-姿I)x=b,xTx= l2, (7)
令 x=(A-姿I)y,并将其代入式(7)得

(A-姿I) 2y=b。 (8)
利用 x = (A-姿I) y 及 A 为对称矩阵的性质,于是

xTx= l2可等价为

yTb= l2, (9)
由此得

b=byTb / l2 =bbTy / l2。 (10)
又由 yTb=bTy,将式(10)代入式(8),即有

[姿2I-2姿A+(A2-l-2bbT)]y=0。 (11)
由矩阵 A 的对称特性,方程(11)为一个对称的

二次特征值问题[6]。
二次特征值问题的求解步骤如下:
(1) 求解二次特征值问题式 (11),得到特征

值 姿 i;
(2)确定最小的特征值 姿min;
(3)约束最小二乘问题式(4)的解由 x = (A-

姿minI) -1b 给出。

3. 2摇 等式约束的 LAMBDA 算法

“北斗冶姿态测量模型中,无约束的 LAMBDA 算

法只求解了使得式(2)中的第二项取得最小值的

解,得到对应的基线向量的最优解。 等式约束整数

最小二乘式(3)将基线长度的先验信息椰b椰2 = l2

应用于整周模糊度解求解和搜索过程。 由于增加基
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线约束条件,使得式(3)的第二项取得最小值的整

数向量不一定同时满足使得第三项取得最小值。 因

此,本文提出一种判断模糊度和基线向量两个残差

的和最小方法,扩展了无约束 LAMBDA 算法,提高

了单历元条件下整周模糊度的求解成功率。
根据式(3)的正交分解,令

F(a)= 椰â-a椰2
Qâ
+椰b̂(a)-b

倚

(a)椰2
Q b̂(a)

, (12)
其中等式约束基线向量的最优解

b

倚

(a)= arg min
b沂RR3,椰b椰2 = l2

椰b̂(a)-b椰2
Qb̂(a)

。

等式约束的基线向量最优解 b

倚

(a)的求解算法

是等式约束的最小二乘

min
b沂RR3,椰b椰2I = l2

椰b̂(a)-b椰2
Qb̂(a)

。 (13)

采用拉格朗日乘子法,可得最优解

b

倚

(a)= ( I-撰Q b̂(a)) -1 b̂(a)。

式中:撰 为拉格朗日乘子;且椰b

倚

(a)椰2
I = l2。 因此,

等式约束整数最小二乘 QC-ILS 的解为

a

倚

=arg min
a沂ZZn

F(a),b

倚

= b

倚

a

倚

) (14)

理论上,整周模糊度最优解 a
倚

可以通过对空间

赘 进行全局搜索得到:
赘(字2)= {a沂ZZ n |F(a)臆字2}。 (15)

具体步骤如下:
(1)设定空间初值:选定一个 軌a,空间初值 軇字2 =

F(軌a)。
(2)通过原始的 LAMBDA 算法[7] 及 MLAMBDA

算法[8],选取空间内的所有整数向量,如式(16)所示:
赘0(軇字2)= {a沂ZZ n |椰â-a椰2

Qâ
臆軇字2}勐赘(軇字2)。

(16)
(3)对空间 赘0 所有的整数向量,计算对应的

F(a)的值,找到使 F(a)最小的一组整数向量,即为

整周模糊度的最优解 a

倚

。
这种全局搜索的方法简单易于直接应用,但是

这种等式约束整数最小二乘在“北斗冶姿态测量中

的搜索效率会很低,原因是对所有找到的整数向量

F(a)都需要计算,且计算每一组待选的整周模糊度

向量对应的 b

倚

(a)的求解耗时也将增大很多。 因此,
如果搜索空间中含有了太多的整数向量,这种全局

搜索方法的有效性将会直线降低。

3. 3摇 改进等式约束的 LAMBDA 搜索方法

改进的整周模糊度搜索模型中,等式约束的

LAMBDA 的搜索方法是引入搜索空间的上下边界,
通过确定粗略的搜索空间上下界,快速迭代确定最

终的精确搜索空间上下边界,并搜索得到整周模糊

度最优解,使得搜索过程的计算量大幅下降。 即使

在单历元超短基线下,改进后的等式约束的 LAMB鄄
DA 的搜索方法也能有效降低计算量,并快速求解

到整周模糊度的最优解 a

倚

,进而快速求解得到载体

的姿角。
改进的搜索方法确定 F(a)中第二部分值的上

下界,避免计算搜索中每组整周模糊度向量对应的

b

倚

(a)。 对搜索空间值的函数 F(a)边界值的求解,
设 姿max和 姿min是矩阵 Q-1

b̂(a) 特征值的最大和最小值,
则可以得到下式:

F1(a)臆F(a)臆F2(a)

F1(a)= 椰â-a椰2
Qâ
+姿min(椰b̂(a)椰I3-l)

2

F2(a)= 椰â-a椰2
Qâ
+姿max(椰b̂(a)椰I3-l)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 2

。

(17)
根据式 (17) 中的两个上下界函数 F1 ( a) 和

F2(a),可求得对应的上下界搜索空间:
赘1(字2)= {a沂ZZ n |F1(a)臆字2}

赘2(字2)= {a沂ZZ n |F2(a)臆字2{ }
, (18)

且 赘1(字2)、赘(字2)和 赘2(字2)满足关系:
赘2(字2)臆赘(字2)臆赘1(字2)。 (19)

则改进后的等式约束的 LAMBDA 的搜索方法归纳为:
(1)设定空间初值 字0,初值的选择可以根据

bootstrapping 算法[9]获得;
(2)在空间 赘1 中,找到一组满足条件整数向量

軌a,即
赘1(字20)= {a沂ZZ n |F1(a)臆字20}勐赘(字20); (20)

(3)如果没有找到整数向量,则增加搜索空间的

值,即返回第 2 步直到找到满足条件的整数向量。

4摇 仿真结果分析

为验证等式约束最小二乘在“北斗冶姿态测量

算法的应用,我们采集“北斗冶的原始观测数据并进

行仿真分析。 测试场地为重庆邮电大学逸夫科技楼

顶楼(29. 5316毅N,106. 5849毅E),测试接收机为 No鄄
vatel 公司的 OEM617D“北斗冶接收机。 考虑到短基

线相较于长基线有更大的应用优势,对各种载体都

更适配安装,选择的单基线长度为 1. 01 m。 测试内

容包括静态测试和动态测试,前者将双“北斗冶测量

天线固定在不锈钢材质的基线上,基线方向向东
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(航向角 90毅),观测多组不同历元的数据并仿真;后
者将基线固定在自制转台上,顺时针旋转一周,观测

并仿真。 以上方法都是将数据存储到文件中,并对

数据进行仿真分析。 静态和动态测试都是可重复测

试,以下分析选取的是部分测试结果。

4. 1摇 静态测试分析

静态测试结果有两组数据,第一组测试数据共

2 070 个历元,第二组测试数据共2 102个历元。 图 1
是静态测试仿真结果图,其中(a)、(b)为第一组仿

真结果,(c)、(d)为第二组仿真结果。 第一组仿真

结果中,( a)是无约束原始 LAMBDA 算法的结果,
(b)是等式约束最小二乘算法的结果。 第二组仿真

结果中,( c)是无约束原始 LAMBDA 算法的结果,
(d)是等式约束最小二乘算法的结果。

(a)静态无约束“北斗冶姿态角 1 (b)静态约束“北斗冶姿态角 1

(c)静态无约束“北斗冶姿态角 2 (d)静态无约束“北斗冶姿态角 2

图 1摇 静态姿态角
Fig. 1 Static attitude angle

摇 摇 由图 1 中(a)、(c)可知,静态测量情况下,无约

束原始 LAMBDA 算法求解成功率低,姿态角求解成

功率不高,并且存在较大的波动。 这是因为在单历

元情况下,方程模型中加入伪距观测量,整周模糊度

浮点解精度降低。 由(b)、(d)结果可知,增加等式

约束后,整周模糊度的求解过程加入了更多的先验

约束信息,使姿态角的求解成功率有很大提升,且所

求的姿态角的波动性较小。
表 1 给出了无约束原始 LAMBDA 算法和等式

约束最小二乘算法成功率的对比结果。

表 1摇 无约束 LAMBDA 和等式约束 LAMBDA 成功率
Tab. 1 Unconstrained LAMBDA and equality constraints

LAMBDA success rate

数据
无约束的 LAMBDA / %
航向角 俯仰角

等式约束 LAMBDA / %
航向角 俯仰角

1 72. 0 11. 9 100. 0 53. 3
2 74. 8 12. 1 99. 9 80. 9

4. 2摇 动态测试分析

动态测试过程是在步进电机转台系统条件下完

成,模拟了真实应用中的低动态环境,转台在旋转过

程中速度较快(约 50 秒 /周),受测量条件限制,因
·367·
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此动态测试持续时间较短。 对动态数据进行仿真,
得到无约束原始 LAMBDA 算法和等式约束最小二

乘算法仿真结果如图 2 所示。

(a)动态无约束“北斗冶姿态角

(b)动态约束“北斗冶姿态角

(c)约束基线长度

图 2摇 动态姿态角及基线长度
Fig. 2 Dynamic attitude angle and the baseline length

图 2 中,(a)为无约束原始 LAMBDA 算法仿真

结果,(b)是等式约束最小二乘算法仿真结果,(c)
是约束条件下测得的基线长度值结果,可见解算的

基线长度值具有较小的波动。

5摇 结摇 论

本文基于拉格朗日乘子求解等式约束最小二乘

方法,并将其应用在“北斗冶姿态测量模型中基线约

束的 LAMBDA 算法的搜索部分,提出了减小搜索空

间计算量,快速求解整周模糊度的算法。 该算法通

过加入载体基线的先验信息,加入等式约束于整周

模糊度的搜索中,使整周模糊度求解成功率有效提

升。 测试仿真结果表明,相比于无约束条件的“北斗冶
姿态测量,本文提出的等式约束最小二乘算法对单历

元条件下的“北斗冶姿态测量姿态角的求解成功率提

升 30%左右,可应用于实时的姿态测量中。
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