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摘摇 要:通过定义有限域间的映射关系,提出了一种低复杂度的多元准循环奇偶校验码(QC-LDPC)
的构造方法。 利用这种方法可将较高阶数有限域的校验矩阵映射到指定的较低有限域上,且能保持

原矩阵的结构性与稀疏特性。 所构造的多元 LDPC 码不仅具有较低的译码复杂度且具有准循环特

性,在硬件上也易于用移位寄存器实现。 在高斯白噪声(AWGN)信道下的仿真结果表明,所构造的

多元 QC-LDPC 码具有良好的编译码性能。 当误码率为 10-6时,码率为 0. 765 的 QC-LDPC 码在目

标域 GF(8)上能获得0. 2 dB的性能增益。
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Abstract:An approach to construct Q-ary quasi-cyclic(QC) low density parity check(LDPC) codes with
low decoding complexity is presented by defining a mapping relationship over Galois field. With this meth鄄
od,the parity check matrix over a higher order Galois field can be mapped to a designated Galois field,
which can keep its structural property and density degree. Codes constructed by this method have low deco鄄
ding complexity and quasi-cyclic characteristic,which can be easily implemented by shift registers. Simula鄄
tion results show that the constructed codes have good performance over additive white Gaussian noise
(AWGN) channel. Compared with the original codes,QC-LDPC codes with rate 0. 765 at targeted field GF
(8) can achieve a performance gain about 0. 2 dB around 10-6 bit error rate(BER).
Key words:Q-ary LDPC codes;quasi-cyclic;Galois field mapping;low decoding complexity

1摇 引摇 言

低密度奇偶校验(Low Density Parity Check,LD鄄

PC)码是 Gallager 于 1962 年提出的一种具有接近香

农限的优秀编码方案[1]。 Mackey 和 Davey[2] 在
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1998 年首次提出了多元的编码方法,并给出了相应

的译码算法。 与二进制 LDPC 码相比,多元 LDPC
码具有更好的编译码性能,且具有更高的抗突发错

误能力。 同时准循环结构的 LDPC 码具有更低的实

现复杂度,且具有与随机构造多元 LDPC 码相似的

性能,因此吸引了广泛的研究。
目前结构化的多元 LDPC 码的构造方法主要是

基于代数、几何理论,包括有限域加群、循环子群以

及有限几何循环类等结构化构造方法。 文献[3]研
究了准循环矩阵中环的形成条件;文献[4]对校验

矩阵中的非零元素进行分析,构造了一类校验矩阵

满秩的准循环多元环码;文献[5-8]基于有限几何

和有限域构造了一系列最小距离很大且误码平台极

低的多元准循环 LDPC 码;文献[9]基于完美差分集

构造一种大围长多元准循环 LDPC 环码;文献[10-
11]提出基于欧氏几何空间平行束构造规则与非规

则 LDPC 码的方法并取得了良好的性能;文献[12]
利用遗传算法提出一种计算机搜索的大围长 QC-
LDPC 码构造方法,且取得了一定的净编码增益;文
献[13]基于完美差分集的思想提出一种列重为 2
的循环置换矩阵构造方法,并取得了很好的性能。

以上几种准循环 LDPC 码的构造方法都能取得

良好编译码性能,但校验矩阵的结构并不是很灵活,
特别是在构造码率较高的 LDPC 码时,需要基于较

高阶数的有限域。 同时,多元 LDPC 码的译码算法

与其阶数密切相关,阶数越高,其译码的复杂度就越

高。 文献[14]基于激光通信的应用背景提出了一

种基于有限域立体扩展的多元 LDPC 码构造方法,
文献[15]提出了通过滑动窗口构造指定有限域上

的校验矩阵的方法,提高了编码构造灵活性。 本文

在此基础上提出一种基于有限域映射构造低译码复

杂度的多元准循环 LDPC 码的方法,所得到的多元

LDPC 码不仅具有较低的译码复杂度,同时也具有

较好的编译码性能。

2摇 多元准循环 LDPC 码

设 m伊n 维多元 LDPC 码的校验矩阵

Hq =

H0,0 H0,1 … H0,n-1

H1,0 H1,1 … H1,n-1

左 左 左
Hm-1,0 Hm-1,1 … Hm-1,n

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

-1

。 (1)

式中:Hi,j为 GF(q)上 k伊k 的子矩阵,0臆i<m,0臆j<

n。 则 GF(q)上的多元 LDPC 码即为校验矩阵Hq 的

解空间向量。 如果 Hq 满足任何两行或者两列之间

相同位置的非零元素个数不超过 1,即 Hq 对应的

Tanner 图不含四环,则称校验矩阵 Hq 满足行列

(Row-Column,RC)约束条件。
设 c = ( c0,c1,…,cn-1)为任意 LDPC 码向量,v j

为 k 元向量。 对任意 0<l<m,将码字 c 的每一部分

循环右移 l 位 c( l)= (c( l)0 ,c( l)1 ,…,c( l)k-1),若 c( l)仍为校

验矩阵 Hq 所定义的 LDPC 码,则称这类码为准循环

多元 LDPC 码[16]。

3摇 基于有限域映射的多元准循环 LDPC 码

构造方法

摇 摇 设 琢 是有限域 GF(q1)上的一个本原元,琢 的幂

形式 琢-¥ = 0,琢0 = 1,琢,…,琢q1-2构成 GF(q1)上的所

有元素,同时 琢q1-1 =1。 基于 GF(q1)构造 m伊n 的基

矩阵 W:

W=

w0,0 w0,1 … w0,n-1

w1,0 w1,1 … w1,n-1

左 左 左
wm-1,0 wm-1,1 … wm-1,n

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

-1

。 (2)

W 满足以下结构性质:
(1)对 0臆i臆m 和 0臆k,l<q-1 且 k屹l,琢kw i 和

琢lw i 至少有 n - 1 处不同, 也即 琢kw i 和 琢lw i 在

GF(q1)上最多有一个相同的符号;
(2)对 0臆i,j<m,i屹 j 且 0臆k,l<q-1,琢kw i 和

琢lw j 至少有 n-1 处不同。
特性 1 表明 W 的每一行最多有一个 GF(q1)上

的零元素,特性 2 表明 W 中的任意两行都有 n-1 处

不同。 特性 1 和 2 表明了 W 的行之间的约束关系,
也被称为行约束条件 1 和 2。

将 W 中的非零元素置换为 GF(q1)上(q1 -1) 伊
(q1-1)的 琢 乘循环置换矩阵,可得 GF( q1)上满足

RC 约束条件的准循环校验矩阵 H:

H=

A0,0 A0,1 … A0,n-1

A1,0 A1,1 … A1,n-1

左 左 左
Am-1,0 Am-1,1 … Am-1,n

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

-1

。 (3)

矩阵 H 中的每个子矩阵 Ai,j为具有如下形式的

乘 琢 循环置换矩阵:
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Ai,j =

0 琢 0 … 0 … 0
0 0 琢2 … 0 … 0
左 左 左 左 左
0 0 0 … 琢k … 0
左 左 左 左 左
琢0 0 0 … 0 …

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú0

。 (4)

设 茁 为 GF(q2)(q2 <q1)的一个本原元,下面定

义一种有限域 GF(q1)到 GF(q2)的映射关系。
定义 1:设 琢,茁 分别为 GF( q1)和 GF( q2)的一

个本原元,集合 A = {琢0,琢1,…,琢q1-2 } 和集合 B =
{茁0,茁1,…,茁q2-2}为有限域 GF(q1)和 GF(q2)上的

所有非零元素的集合,定义集合 A 到集合 B 的一种

映射 f:Ai,j寅Bi,j圳{ f:琢k寅茁kmod(q2-1)},0臆k<q1-1。
通过所定义的有限域映射关系 可 将 基 于

GF(q1)的循环置换矩阵 Ai,j映射到基于 GF( q2)的
置换矩阵 Bi,j:

Bi,j =

0 茁 0 … 0 0
0 0 茁2 … 0 0
左 左 左 左 左
0 0 0 茁imod(q2-1) … 0
左 左 左 左 左
茁0 0 0 …

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú0 0

。 (5)

置换矩阵 Bi,j 中的所有非零元素均在映射域

GF(q2)上。 可知 Bi,j具有以下结构性质:Bi,j中每行

每列有且只有一个非零元素;Bi,j的每一行均为其上

一行的右循环移位并乘以 茁,第一行为其最后一行

的右循环移位并乘以 茁,即 Bi,j为 GF(q2)上的(q1 -
1)伊(q1-1)维乘 茁 循环置换矩阵。 将 H 中的所有

子矩阵 Ai,j通过映射变换置换为乘 茁 循环置换矩阵

Bi,j可得 GF(q2)上满足 RC 约束准则的准循环校验

矩阵 Hf:

Hf =

B0,0 B0,1 … B0,n-1

B1,0 B1,1 … B1,n-1

左 左 左
Bm-1,0 Bm-1,1 … Bm-1,n

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

-1

。 (6)

引理 1:将准循环校验矩阵 H 通过有限域映射

得到的校验矩阵 Hf 所定义的 LDPC 码为多元准循

环 LDPC 码。
证明:令旋转矩阵 R( l)

T,T为单位矩阵 I 的 l 次右循

环移位,RQT,T为有如下形式的 QT伊QT 方阵[17]:

RQT,T( i,j)=
RT,T(軃i,軃j), 骔 i / T夜T臆j<骔 i / T夜T+T
0,{ otherwise

。

(7)

式中:0臆i,j<QT,軃i= imodT,軃j = jmodT,即 RQT,T为准循

环单位矩阵。 矩阵 G 为校验矩阵 Hf 的 K伊N 维生

成矩阵,则 G·HT =0。
设 v = uG 为校验矩阵 Hf 定义的任一码字,

vHT
f =0。 v( l)为 v 的 l 次循环右移,0臆 l<q1 -1。 令

R( l)
m(q1-1),q1-1表示 Rm(q1-1),q1-1 的每个子矩阵循环右移

l-1 次,v( l)可表示为 v( l)= vR( l)
m(q1-1),q1-1,则有

v( l)HT
f = vR( l)

m(q1-1),q1-1H
T
f =

uGR( l)
m(q1-1),q1-1H

T
f =

uG(HfR(-l)
m(q1-1),q1-1)

T。 (8)
由矩阵 Hf 各子矩阵的循环特性可知

HfR(-l)
m(q1-1),q1-1 =R

( l)
m(q1-1),q1-1Hf, (9)

则式(8)有
v( l)HT

f =uG(R( l)
m(q1-1),q1-1Hf) T =uGHT

f R(-l)
m(q1-1),q1-1 =0,

(10)
即 v( l)也为校验矩阵 Hf 所定义的码字。 所以校验

矩阵 Hf 所定义的 LDPC 码为多元准循环 LDPC 码。
命题得证。

对任意整数对(酌,籽),1臆酌臆m,1臆籽臆n,令
Hf(酌,籽)是 Hf 的 酌伊籽 维子矩阵,则矩阵 Hf(酌,籽)为
GF( q2 ) 上的 酌 ( q1 - 1) 伊 籽 ( q1 - 1) 维矩阵。 基于

GF(q2)的矩阵 Hf(酌,籽)的解空间定义了 q2 进制的

准循环 LDPC 码 Cqc,f,其码长为 籽(q1 -1),码率至少

为(籽-酌) / 籽。 如果矩阵 Hf(酌,籽)有固定的列重和行

重 酌 和 籽,则 Cqc,f是(酌,籽)规则 QC-LDPC 码,其最小

距离为 酌+1;否则,Cqc,f为非规则 QC-LDPC 码。

4摇 复杂度和仿真分析

与文献[15]类似,本文的多元 LDPC 码通过选择

参数,可在不同的小域上完成构造。 假设原域的阶为

q0,则 QSPA 的译码复杂度为 O(q2
0);用本文构造方

法,将多元 LDPC 码投影到阶为 q1 的域上,则对应的

复杂度变成 O(q2
1)。 注意,本文的投影域一般小于原

域,即 q0逸q1,因此译码复杂度得到了降低。
本文仿真环境如下:信道为高斯白噪声(Addi鄄

tive White Gaussian Noise,AWGN)信道,调制方式为

BPSK 调制,译码最大迭代次数均为 50,使用 QSPA
译码算法。 为了进一步分析不同有限域映射对多元

LDPC 码性能的影响,本节构造了基于不同有限域

阶上的多元 LDPC 码,并对其译码性能进行了分析。
例 1:设 q1 =32,q2 = 4,8,16。 基于 GF(q1)构造

基矩阵 W,并将 W 中的非零元素置换为乘 琢 循环置
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换矩阵,取 酌=4、籽= 8 构造基于 GF(32)的 LDPC 码

C0,码长 n= 248,码率 R = 0. 552。 通过文中定义的

映射关系构造基于 GF(4)、GF(8)、GF(16)的多元

LDPC 码 C1、C2、C3。 4 种多元 LDPC 码的仿真性能

曲线如图 1 和图 2 所示。

图 1摇 (248,137 )LDPC 码在各有限域上的误符号率
Fig. 1 Symbol error performance of(248,137)LDPC

code over different finite fields

图 2摇 (248,137 )LDPC 码在各有限域上的误比特率
Fig. 2 Bit error performance of(248,137)LDPC

code over different finite fields

分析可知,在低信噪比时,通过文中提出的算法

得到的具有低译码复杂度的 LDPC 码的性能均优于

原有的 LDPC 码。 随着信噪比的增加,4 元 LDPC 码

的瀑布区表现不够明显,在低误码率时性能不如

GF(32)LDPC 码,但基于 GF(8)与 GF(16)的 LDPC
码均具有较好的误码性能。 在误符号率为 10-5时,8
元 LDPC 码相比于原 LDPC 码约有0. 15 dB的性能

增益。
例 2:为分析算法对不同码率多元 LDPC 码的影

响,设 q1 =64,q2 =4、8,16。 取 酌 = 4、籽= 16 构造基于

GF ( 64 ) 的 LDPC 码 C0, 码 长 n = 1 008, 码 率

R=0. 765。 通过有限域映射关系构造基于 GF(4)、
GF(8)、GF(16)的 LDPC 码 C1、C2、C3,其仿真性能

如图 3 和图 4 所示。

图 3摇 (1 008,771)LDPC 码在各有限域上的误符号率
Fig. 3 Symbol error performance of(1 008,771)LDPC

code over different finite fields

图 4摇 (1 008,771)LDPC 码在各有限域上的误比特率
Fig. 4 Bit error performance of(1 008,771)LDPC

code over different finite fields

由图可知,在此码率下,8 元 LDPC 码的性能最

好,具有较好的编译码性能和较低的误码平层;4 元

LDPC 码的瀑布区性能有所提升;经过映射变换的 3
种 LDPC 码的编译码性能均优于原 LDPC 码,且在

低信噪比时性能提升较为明显;当误符号率为 10-5

或误比特率为 10-6时均约有0. 2 dB的性能增益,并且

经过映射变换的多元 LDPC 码具有更低的译码复杂

度。 相比于例 1 的仿真结果可知,利用本文的方法构

造出的高码率多元 LDPC 码表现更优秀。

5摇 结束语

本文提出了一种以降低多元 LDPC 译码复杂度

为目的 LDPC 码构造方法,利用有限域映射关系,将
高阶有限域元素投影到指定的目标域上来构造多元

LDPC 码,能有效降低多元 LDPC 码的译码复杂度。
与目前已有的构造方法相比,本文提出的方法能够

方便地将 LDPC 码从大域映射到指定的小域,但在

结构上依旧满足准循环特性,可用简单的移位寄存

器实现,节约硬件资源,因此具有一定的实用价值。
仿真结果表明,本文所构造的多元 LDPC 码在中低
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信噪比范围内具有更好的译码性能,当映射目标域

的阶数大于 4 时,基本观察不到错误平层(在误比

特率约为 10-6时)。 下一步可在有限域的映射关系

以及硬件实现架构等方面展开进一步的研究。
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