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利用完备差集构造 QC-LDPC 码*

袁建国**,李媛媛,梁梦琪,尚晓娟,王摇 永

(重庆邮电大学 光通信与网络重点实验室,重庆 400065)

摘摇 要:针对准循环低密度奇偶校验(QC-LDPC)码中循环置换矩阵的移位次数的确定问题,提出了

一种利用组合设计中完备差集(PDF)构造 QC-LDPC 码的新颖方法。 当循环置换矩阵的维度大于

一定值时,该方法所构造的规则 QC-LDPC 码围长至少为 6,具有灵活选择码长和码率的优点,且所

需的存储空间更少,降低了硬件实现的复杂度。 仿真结果表明:在误码率为 10-5时,所构造的码率为

3 / 4 的 PDF-QC-LDPC(3136,2352)与基于最大公约数(GCD)构造的 GCD-QC-LDPC(3136,2352)
码和基于循环差集(CDF)构造的 CDF-QC-LDPC(3136,2352)码相比,其净编码增益(NCG)分别有

0. 41 dB和0. 32 dB的提升;且在码率为 4 / 5 时,所构造的 PDF-QC-LDPC(4880,3584)码比 GCD-QC
-LDPC(4880,3584)码和 CDF-QC-LDPC(4880,3584)码的 NCG 分别改善了0. 21 dB和0. 13 dB。
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Constructing QC-LDPC Codes by Using Perfect Difference Families

YUAN Jianguo,LI Yuanyuan,LIANG Mengqi,SHANG Xiaojuan,WANG Yong
(Key Laboratory of Optical Communication and Networks,Chongqing University of Posts and

Telecommunications,Chongqing 400065,China)

Abstract:For the problem of determining shift times of the circulant permutation matirx(CPM) in quasi-cy鄄
clic low-density parity-check(QC-LDPC) codes,a novel construction method based on the perfect differ鄄
ence family(PDF) among combinatorial mathematics is proposed. When the dimension of the CPM exceeds a
certain particular value,the girth of the Tanner graph of QC-LDPC codes constructed by this method is at
least six,and the proposed algorithm has high flexibility with respect to the design of code-length and code-
rate. In addition,it has less requirement about storage space,so the complexity of the hardware implementa鄄
tion is reduced. The simulation results show that the net coding gain(NCG) of the PDF-QC-LDPC(3136,
2352) code with the code-rate of 3 / 4 is respectively improved 1. 15 dB and 0. 58 dB than those of the GCD
-QC-LDPC(3136,2352) code based on the greatest common divisor(GCD) and the CDF-QC-LDPC(3136,
2352) code based on the cyclic difference family(CDF) at the bit error rate(BER) of 10-5 . In addition,the
NCG of the proposed PDF-QC-LDPC(4880,3584) code is improved 0. 21 dB and 0. 13 dB than those of the
GCD-QC-LDPC(4880,3584) code and the CDF-QC-LDPC(4880,3584) code with the same conditions
correspondingly with the code-rate of 4 / 5 and the BER of 10-5 .
Key words:quasi-cyclic low-density parity-check code;circulant permutation matirx;perfect difference
family;net coding gain
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1摇 引摇 言

低密度奇偶校验( Low -Density Parity -Check,
LDPC)码是一种性能逼近香农限的线性分组码,具
有编译码实现复杂度低、易于硬件实现的优点[1]。
由于在相同的码的参数下,LDPC 码的结构不同,编
译码复杂度也不同,同时性能也有所差异。 因此,如
何构造编译码简单、性能优异的 LDPC 码是 LDPC
码的研究热点之一。

LDPC 码的构造主要分为随机构造和结构化构

造两大类。 随机码结构灵活且纠错性能优异,但是

码的生成矩阵及校验矩阵的结构没有确定的形式,
因此编译码的复杂度很高,硬件实现存在一定难

度[2-3]。 而结构码是由代数、组合数学和有限几何

等方法构造的[4-6],循环码或准循环低密度奇偶校

验(Quasi-Cyclic Low-Density Parity-Check,QC-LD鄄
PC)码都属于结构码。 由于结构码的校验矩阵存在

循环特性,因此编译码复杂度大大降低,尤其是 QC
-LDPC 码的编码可以利用简单移位寄存器实现编

码,硬件实现容易,因此受到了广泛的关注和研究。
文献[4]中基于有限域构造出了两个性能优异的

1 / 2码率的中短码,但是由于使用了掩模矩阵和度分

布对技术,校验矩阵的描述变得比较复杂,且结构变

得不规则,因而在一定程度上提高了硬件实现的复

杂度。 文献[5]提出了一种基于有限仿射平面的

QC-LDPC 码,但该构造方法对码率及码长具有严格

的限制且有较大的冗余度。 文献[6-7]则利用组合

数学中的均衡不完全区组设计构造出了具有准循环

结构的 LDPC 码,但该方法构造的码字的码长仍受

限制。 基于此,本文利用组合数学中的完备差集,结
合另一种代数构造方法循环置换矩阵构造法[8],提
出了一种新颖的方法构造 QC-LDPC 码,该方法具

有所需存储空间少、能够灵活选择码长及码率的优

点,且所构造的码字具有良好的纠错性能。

2摇 完备差集

定义 1 摇 设 v 是一个正整数,对于一个加法群

Zv ={0,1,…,v-1},取 Zv 中的 t 个子集,每个子集

包含 k 个元素, t 个子集表示为 Di = { di1,di2,…,
dik},di1<di2 <…<dik,i = 1,2,…,t,Zv 中的每个非零

元素在差集运算 dim -din mod v 的结果中都出现 姿
次,其中 m屹n,且 m、n = 1,2,…,k,则定义这样的集

合 Di 为一组 t-(v,k,姿)循环差集(Cyclic Difference

Family,CDF) [9]。
由定义 1 引出完备差集的定义如下:
定义 2 摇 对于 t - ( v, k,姿) -CDF,当 姿 = 1 且

v= k(k-1) t+1时,差集 dim-dinmod v 的前(v-1) / 2 个

结果称为前项差,剩余的( v-1) / 2 个结果称为后项

差。 若 t-(v,k,1) -CDF 的后项差中的元素恰为 Zv

的前(v-1) / 2 个元素构成的子集{1,2,…,(v-1) / 2}
中的取值,称这样循环差集 Di为完备差集(Perfect
Difference Family,PDF) [8]。 Di忆为 Di 对应的负集,
即 Di忆中每个元素的值等于 v 减去 Di 中对应位置元

素的值[10]。 其中:t 为循环差集中基块数;v 称为完

备差集的模;k 称为循环差集的大小;姿 为 Zv 中的元

素在子集 Di 中出现的次数。
例 1摇 取 t=4,k = 4,则 v = 12伊4+1 = 49,选取加

法群 Z49中一组 4-(49,4,1)-PDF,Di = {di1,di2,…,
dik},i=1,2,3,4,Di 的具体值如下:

D1 ={0,5,22,24},后项差为 5,22,17,24,19;
D2 ={0,7,13,23},后项差为 7,13,6,23,16;
D3 ={0,3,14,18},后项差为 3,14,11,18,15;
D4 ={0,1,9,21},后项差为 1,9,8,21,20,12。
对应的负集为

D1忆={0,44,27,25},后项差为 44,27,32,25,30,47;
D2忆={0,42,36,26},后项差为 42,36,43,26,33,39;
D3忆={0,46,35,31},后项差为 46,35,38,31,34,45;
D4忆={0,48,40,28},后项差为 48,40,41,28,29,37。
由例 1 可以看出:Di 及 Di忆中除 0 元素外各不

相同;Di 中元素的后项差为 Zv 的前( v-1) / 2 个元

素构成的子集{1,2,…,( v-1) / 2}中的取值;Di忆中
元素的后项差为 Zv 的后( v-1) / 2 个元素构成的子

集{(v-1) / 2+1,…,v-1}中的取值,满足完备差集

的定义。
性质 1摇 对于 Zv ={0,1,…,v-1}中的一组 姿=1

的 t-( v,k,1) -PDF,Di = { di1,di2,…,dik}, i = 1,2,
…,t,Di 中元素各不相同,Zv ={0,1,…,v-1}中的元

素在所有子集 Di 中仅出现 1 次,Di 中任意两个元

素的模差运算 dim-dinmod v 结果各不相同。
定理 1摇 (k( k-1) t+1,k,1) -PDF 存在满足的

条件[11-12]:
(1)(6t+1,3,1)-PDF 存在,当 t以0 或 1 mod 4 时;
(2)(12t+1,4,1) -PDF 存在,当 t = 1,4臆 t臆

1 000时;
(3)(20t+1,5,1)-PDF 存在,当 t=6,8,10 时;
(4) PDF 不存在,当 k逸6 时。
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3摇 基于完备差集的QC-LDPC码的构造方法

3. 1摇 QC-LDPC 码的构造

QC-LDPC 码是一类高度结构化的特殊的 LD鄄
PC 码,其奇偶校验矩阵 H 可用单位矩阵的循环移

位矩阵和全零矩阵来表示,形式如(1)所示[8]:

H=

Q(p11) Q(p12) … Q(p12)
Q(p21) Q(p22) 左 Q(p2j)

… … 左
Q(pi1) Q(pi2) … Q(pij

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú)

。 (1)

式中:pij沂{0,1,2,…,p}表示单位矩阵向右循环移

位的次数;当 pij = 0 时,Q(0)表示一个 p伊p 的全零

矩阵;pij屹0 时,Q(pij)表示一个 p伊p 的循环移位矩

阵。 定义 H 的准循环基矩阵 P,P 中的元素对应 H
中单位矩阵循环移位的次数,如式(2)所示:

P=

p11 p12 … p1j

p21 p22 … p2j

左 左 左
pi1 pi2 … p
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ij

。 (2)

当 P 确定后,对应的校验矩阵也随之确定。
定理 2 摇 考虑 Di = { di1,di2,…,dik }为加法群

Zv = {0,1,…,v-1}中的一组 t-( v,k,1) -PDF。 其

中:i=1,2,…,t;di1 <di2 <…<dik;Di忆为 Di 对应的负

集。 定义 k伊k 的循环矩阵P i 和P i忆的第一行分别为

Di 和 Di忆中的元素,余下每一行都是上一行向左循

环移一位得来,I 为一个 k伊k 的单位矩阵。 2k伊2tk
的基矩阵 P 定义为式(3)所示的形式:

P=
P1 I P2 I … P t I
I P1 忆 I P2 忆 … I P t

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú忆
。 (3)

用 p伊p 的循环矩阵和零矩阵分别去置换 P 中

的非零元素和零元素得 H 矩阵。 当 p逸2v 时,该方

法所构造的 H 对应的 Tanner 图中无四环。

3. 2摇 围长分析

取 P 中的一个 2伊2 的子矩阵 X 如式(4)所示:

X=
dt+s dt忆+s

dt+s忆 dt忆+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

s忆
。 (4)

式中:dt+s和 dt忆+s分别为 P 中第 s 行中的第 t 列及 t忆列
的元素;同理 dt+s忆和 dt忆+s忆分别为 P 中的第 s忆行中的

第 t 列及 t忆列的元素;1<s<s忆<k;1<t<t忆<k。 由于 P
中的零元素是用全零矩阵去替换,所以当 X 中有零

元素时,不会构成四环。 故以下讨论的均为 X 中不

含有 0 元素的情况。
下面分情况去说明 P 中无四环存在。

(1)当 X 中的元素均来自完备差集或其负集时,
X 的形式如式(4),假设存在四环,则式(5)成立:

dt+s-dt+s忆 =dt忆+s-dt忆+s忆mod p。 (5)
根据 PDF 的定义,dt+s 屹dt忆+s,dt+s 屹dt+s忆,dt+s忆 屹

dt忆+s忆, dt忆+s 屹 dt忆+s忆, 且 dt+s - dt+s忆 屹 dt忆+s - dt忆+s忆。 当

dt+s-dt+s忆>0时,若 dt+s忆-dt忆+s忆>0,因为 p逸2v,所以 dt+s-
dt+s忆<v<p,dt+s忆 -dt忆+s忆 <v<p,因此等式(5)不成立;若
dt+s忆-dt忆+s忆 <0,则 dt+s = dt忆+s忆,dt+s忆 = dt忆+s,式(5)改写为

2dt+s = 2dt忆+s mod p,由于 2dt+s 屹2dt忆+s,且 2dt+s < p,
2dt忆+s<p,因此等式(5)不成立。

(2)由于 0 元素不参与构成四环,X 中的元素

分别来自完备差集或其负集和单位矩阵中的 1 元

素,X 的形式如式(6)和式(7)所示:

X=
dt+s 1
1 dt忆+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

s忆
, (6)

X=
dt+s 1
1 dt忆+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

s忆
。 (7)

对于式(6),假设不存在四环,则式(8)成立:
dt+s-1 =1-dt忆+s忆mod p。 (8)

由于 p逸2v,所以 0<dt+s-1<v,1-dt忆+s忆modp>v,因
此式(8)不成立。

对于式(7)无四环的证明情况与式(6)相似。
综上所述,该方法所构造的 H 中不存在四环。

3. 3摇 该构造方法的优势分析

由于基矩阵的大小为 2k伊2tk,则该方法构造的

H 大小为 2kp伊2tkp,则码率为 R逸( t-1) / t。 由此可

知:可根据 t 的不同取值去灵活选择码率;同时,当 k
和 p 取不同值时,码长 n = 2tkp 的取值也不同。 表 1
给出了 t 和 k 取不同值时该方法所构造的码长及码

率的数值分析。
表 1摇 码长及码率的数值分析

Tab. 1 The numerical analysis of code-length and rate-code

t R 最
小值

v
k=3 k=4

n 最小值

k=3 k=4

2
3
4
5
6
7
8
9
10

1 / 2
2 / 3
3 / 4
4 / 5
5 / 6
6 / 7
7 / 8
8 / 9
9 / 10

13
19
25
31
37
43
49
55
61

25
37
49
61
73
85
97
109
121

312
684
1 200
1 860
2 664
3 612
4 704
5 940
7 320

800
1 776
3 136
4 880
7 008
9 520
10 864
15 696
19 360

另外,本文基于完备差集提出的 QC-LDPC 码
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的构造方法与大多数构造 QC-LDPC 码的方法相

似,首先利用完备差集的特殊性质灵活构造其基矩

阵 P,然后再利用零矩阵和循环置换矩阵将基矩阵

扩展为其校验矩阵 H。 而本文构造的基矩阵 P 是

由 k伊k 的循环矩阵和 k伊k 的单位排列构造的,循环

矩阵中的每一行元素都是由上一行元素向左循环移

一位得来的,且单位矩阵的引入减少了基矩阵中的

非零项的存在。 因此,该方法构造的 QC-LDPC 码

的储存复杂度仅考虑对基矩阵 P 中的循环矩阵的

首行的元素及单位矩阵中的 1 元素的存储,然后可

利用线性移位寄存器实现编码,相对于一般 QC-
LDPC 码而言很大程度上降低了 H 矩阵所需要的存

储空间。 相应地,这也一定程度上降低了硬件实现

的复杂度。

4摇 性能分析

由于码的综合性能与码长及码率均有关系,码
长越长,纠错性能越好,但引入的时延也越大。 因

此,为满足实际通信系统实时性对时延的要求及对

信息传输的可靠性要求,本文构造的均为中短码长

的码字。 另外,就码率而言,码率越小,纠错性能越

好,但冗余度也越高,比如当码率为 1 / 2 时,冗余度

高达 50% 。 因此综合考虑纠错性能和冗余度因素,
本文构造的两种码字的码率分别为 3 / 4 和 4 / 5。

本文采用在加性白噪声高斯(AWGN)信道下、
二进制相移键控(BPSK)调制、和积算法(SPA)迭代

译码的仿真环境下进行仿真,迭代次数取 30 次。 因

为虽随着迭代次数的增加,其纠错性能逐渐变好,但
当迭代次数超过 30 时,其性能提升不大,而迭代次

数越多译码时间越长,因而考虑译码时间及译码性

能的折衷,本文在对 QC-LDPC 码进行仿真时选取

迭代次数为 30。
首先利用例 1 中 4-(49,4,1)-PDF,根据式(3)

构造一个 8伊32 的基矩阵 P,选取 p 为 98,再利用式

(1) 构造出码率为 3 / 4 的规则 QC - LDPC (3136,
2352)码,记为 PDF-QC-LDPC(3136,2352)码。 从

图 1 可看出,当误码率为 10-5时,在码率同为 3 / 4 的

条件下,本文所构造的 PDF-QC-LDPC(3136,2352)
码与文献[13] GCD-QC-LDPC(3136,2352)码相比

具有0. 41 dB左右的净编码增益(Net Coding Gain,
NCG)改善,比文献[10]的 CDF-QC-LDPC(3136,
2352)码 NCG 提高了0. 32 dB左右。

图 1摇 码率为 3 / 4 的 PDF-QC-LDPC(3136,2352)码与
其他码的性能比较

Fig. 1 The comparison of the error correction
performances between the PDF-QC-LDPC(3136,2352)

code and other codes at the code-rate of 3 / 4

为了进一步说明本文所构造的码字的性能的优

越性,利用 5-(61,4,1) -PDF,根据式(3)构造一个

8伊40 的基矩阵 P,取 p 为 122,再利用式(1)构造出

码率为 4 / 5 的 PDF-QC-LDPC(4880,3584)码。 从

图 2 可看出,当误码率为 10-5时,在码率同为 4 / 5 的

条件下,所构造的 PDF-QC-LDPC(4880,3584)码与

文献[13]的 GCD-QC-LDPC((4880,3584)码相比

具有0. 21 dB的 NCG 的改善,比文献[10]的 CDF-
QC-LDPC(4880,3584)码 NCG 提高了0. 13 dB。

图 2摇 码率为 4 / 5 的 PDF-QC-LDPC(4880,3584)码与
其他码的性能比较

Fig. 2 The comparison of the error correction
performances between the PDF-QC-LDPC(4880,3584)

code and other codes at the code-rate of 4 / 5

5摇 结束语

本文基于完备差集和循环置换矩阵提出了一种

新颖的构造 QC-LDPC 码的方法。 该方法构造的

QC-LDPC 码除了具有所需存储空间少、易于硬件实

现的优势外,还在避免短环的同时,在高信噪比区域

具有较快的收敛速度。 仿真结果表明:在对应的同
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等条件下,本文所构造的 PDF-QC-LDPC 码的纠错

性能优于文献[13]基于最大公约数构造的 GCD-
QC-LDPC 码以及文献[10]中基于循环差集构造的

CDF-QC-LDPC 码;除此之外,通过选取不同的参

数,还可以灵活选择所需的码长和码率,为实际通信

系统中应用 QC-LDPC 码提供了一种选择方案。
本文所提出的构造方法中仅无四环的存在,由

于环长是影响 LDPC 码译码性能的重要因素,因此

在以后的研究过程中,可在该算法的基础上进一步

深入探讨与改进,以期消除六环的存在,进一步提高

码字的纠错性能。
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