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扩展卷积码生成矩阵的统一表述*

包摇 昕**,游摇 凌

(盲信号处理重点实验室,成都 610041)

摘摇 要:针对在删除卷积码识别过程中缺乏对扩展卷积码先验认知的问题,提出了一种求解母码与

扩展卷积码生成矩阵的统一表述方法。 通过分析编码器输入输出关系的基本物理意义,先后以(n,
1,m)、(n,k,m)作为母码,构建了其与扩展后编码器多项式系数的对应关系模型,归纳和证明了扩

展卷积码生成矩阵的统一表述定理。 验证结果表明:该定理能够对扩展卷积码生成矩阵实现快速计

算,为遍历和重建删除卷积码的删除图样和母码生成矩阵提供方便。
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A Unified Description of Generator Matrix of
Expansion Convolutional Codes

BAO Xin,YOU Ling
(National Key Laboratory on Blind Signals Processing,Chengdu 610041,China)

Abstract:In order to get enough priori knowledge about the expansion convolutional codes in the process of
blind recognition of punctured convolutional codes,a method for describing the unified generator matrix of
the mother code and the expansion convolutional codes is proposed. Through analyzing the basic physic
principle of the relationship between the input and the output of encoding,the method first sets (n,1,m)
and(n,k,m) convolutional codes as the mother code,then constructs a correspondence coefficient model of
the polymerization of the expansion convolutional coding,and finally introduces and proves a unified de鄄
scription theorem about the generator matrix of the expansion convolutional codes. The verification shows
that the theorem realizes the fast computation of the expansion generator matrix and is able to help to ex鄄
haustively search and reconstruct the mother generator matrices and the puncturing patterns.
Key words:blind recognition;punctured convolutional codes;mother codes;expansion convolutional code;
generator matrix

1摇 引摇 言

Elias 于 1955 年最早提出卷积码,Cain 于 1979
年给出了删除卷积码的构想。 半个世纪以来,随着

其编码、译码技术的深入研究,卷积码已被广泛应用

于卫星、深空等多种通信系统中,成为 CCSDS、IESS、
DVB-S 等协议 /标准中的信道编码解决方案。

与此同时,人们针对卷积码识别问题也抱有浓

厚的兴趣。 Rice[1]证明 n,1,( )m 卷积码的识别可等

价于 LRS 问题中关键方程(Key Equation,KE)的求

解;Filiol[2] 将 BM 算法引入前述问题中;邹艳[3] 则

进一步推广 KE,给出了基于 Gr觟bner 基快速合冲的

识别算法。 利用卷积码的代数结构,刘建成[4] 和杨
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晓静[5] 分别研究了矩阵分析方法;Wang[6] 和 Xie[7]

建立了基于欧几里德算法的识别模型;Marazin[8] 使

用迭代策略,给出了基于对偶码组的识别思想。 在

误码条件下,Dingel[9] 和 Barbier[10] 提出了能够规避

误码码组的随机高斯消元法;张立民[11] 引入 Walsh
-Hadamard 变换,可在变元数不大的条件下实现卷

积码校验向量的有限穷举。
删除卷积码的识别问题更为复杂。 文献[12 -

14]将其分为三步:第 1 步,获得码流的等效校验矩阵

HP;第 2 步,求解HP 在某准则下的正交矩阵,即等效

生成矩阵GP;第 3 步,由GP 重建扩展生成矩阵G [ ]M 、
母码生成矩阵 G 和删除图样 P。 对于第 1 步,即等效

校验矩阵HP 的估计问题,可依赖前述一般卷积码识

别方法。 因此,第 2 步和第 3 步才是删除卷积码识别

问题的核心和难点。 陆佩忠[12] 研究了 2,1,( )m 卷积

码作为母码的盲识别问题,通过搜索可能的删除图

样,建立并求解了HP 和GP 的方程组。 Cluzeau[13] 重

点讨论了如何获得一个适合译码的最佳等效生成矩

阵 G。 Marazin[14]系统研究了母码为 n,k,( )m 卷积码

时的删除卷积码的代数求解方法。
显然,正确描述扩展卷积码生成矩阵G [ ]M 的基

本构造形态及其与母码 G 的对应关系,有助于上述

识别问题第 3 步的快速解决。 本文尝试从简单的物

理意义出发,建立两者的对应关系模型,推导其数学

表示形式,以作为删除卷积码识别问题的补充。

2摇 问题描述及符号定义

删除卷积码是一种由己知卷积码构造而来的高

码率卷积码,具有构造简单、码率灵活和译码器可以

通用等优点。
给定 n,k,( )m 卷积码的多项式生成矩阵

G ( )D =

g1,1 ( )D g1,2 ( )D … g1,n ( )D
g2,1 ( )D g2,2 ( )D … g2,n ( )D

左 左 左
gk,1 ( )D gk,2 ( )D … gk,n ( )

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úúD k伊n

。

(1)
式中:gi,j ( )D =gi,j 0D0+gi,j 1D1 +…+gi,j mDm 为生成多

项式,i=1,2,…,k, j = 1,2,…,n,D 表示延迟运算。
因此,编码过程可记为

c ( )D =m ( )D G ( )D 。 (2)
式中:m ( )D 为信息序列; ( )c D 为编码序列。 如果给

定扩展因子 M>1,使得在一个节拍内向编码器输入

信息比特数由原来的 k 个扩展为 Mk 个,则输出编

码比特数将由原来的 n 个扩展为 Mn 个。 此时,
n,k,( )m 卷积码将等效于 Mn,Mk,( )m忆 扩展卷积码,

其生成多项式矩阵可表示为

G [ ]M ( )D =

g [ ]M
1,1 ( )D g [ ]M

1,2 ( )D … g [ ]M
1,Mn ( )D

g [ ]M
2,1 ( )D g [ ]M

2,2 ( )D … g [ ]M
2,Mn ( )D

左 左 左
g [ ]M
Mk,1 ( )D g [ ]M

Mk,2 ( )D … g [ ]M
Mk,Mn ( )

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úD Mk伊Mn

。

(3)
式中:g[M]

i,j (D)= g[M]
i,j 0D0+g[M]

i,j 1D1+…+g[M]
i,j m忆Dm忆为生成多

项式,i=1,2,…,Mk,j=1,2,…,Mn。 我们称(n,k,m)
为母码 C,(Mn,Mk,m忆)为扩展卷积码 C[M]。

删除卷积码即是在 C [ ]M 基础上,结合事先给

定的删除图样 P,对输出序列中特定比特予以删除

而得到的。 P 是一个规模为 n伊M 的二元矩阵,其中

1 的个数为 N,对应予以保留的比特位置。 最终,可
以得到码率为 kp / np =N / kM 的 np,kp,m( )p 删除卷积

码 CP。 图 1 给出了以上构造流程及符号定义。

图 1摇 删除卷积码构造流程
Fig. 1 The generating form of punctured convolutional code

扩展卷积码等效生成矩阵的表述问题是指:已
知母码 C 的生成矩阵 G ( )D k伊n,在给定扩展因子M>
1 后,如何获得扩展卷积码 C [ ]M 的扩展生成矩阵

G [ ]M ( )D Mk伊Mn。 Shen[15]最早研究了该问题,给出了

一种复杂的表述形式;陈发新[16] 以示例的形式,演
算了当 C 为 n,1,( )m 时的计算过程。 本文将从基本

物理意义出发,系统建立 n,1,( )m 圮 Mn,M,( )m 、
n,k,( )m 圮 Mn,Mk,( )m 生成矩阵的统一表述模型。

3摇 (n,1,m)的扩展卷积码生成矩阵

设母码 C 记作 n,1,( )m ,其扩展卷积码 C [ ]M

记作 Mn,M,( )m 。
(1)当输入序列为足够长序列 100…[ ]0 时,由

编码公式(2)可知,序列 c ( )D 可表示为

c ( )D =1·G+0D1·G+…+0Dn-1·Gn-1 =
g1 ( )D g2 ( )D … gn ( )[ ]D 。 (4)

用图 2 表示时可见,编码器的 n 个支路分别依

次输出 G ( )D 中 n 个支路抽头多项式的系数。
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图 2摇 n,1,( )m 卷积码的第 1 类输出情况
Fig. 2 The 1st output situation of (n,1,m) convolutional code

同样,将输入序列串并转换,则 c [ ]M 可表示为

c[M](D)= 1 0 …[ ]0 G (D) [M] +
0 0 …[ ]0 DG (D) [M] +…=
g[M]

1,1 (D) g[M]
1,2 (D) … g[M]

1,Mn(D[ ]) 。

(5)
用图 3 表示可见,编码器的 Mn 个支路分别依次

输出G [ ]M ( )D 第一行 Mn 个支路抽头多项式的系数。

图 3摇 Mn,M,( )m忆 卷积码的第 1 类输出情况
Fig. 3 The 1st output situation of (Mn,M,m忆) convolutional code

比较图 2 和图 3,可以直观地确认 G ( )D 各支路

与G [ ]M ( )D 第一行各支路的系数对应关系。 首先
观察图 3 支路 c1,可得如下关系式:

g[M]
1,1 ( )D =g1,1 0D0+g1,1 1D1+…+g1,1 nDm忆 =

g1,0D0+g1,MD1+…+g1,nMDm忆。 (6)
式中:g1,0,g1,M,…,g1,M分别表示 G ( )D 中子生成多

项式 g1 ( )D 内第 0,M,…,nM 个系数;g1,1 0,g1,1 1,
…,g1,1 n 分 别 表 示 G [ ]M ( )D 中 子 生 成 多 项 式

g[M]
1,1 ( )D 内第 0,1,…,n 个系数。 显然,g1,1 0 = g1,0,

g1,1 1 =g1,M,…,g1,1 n = g1,nM,即 g[M]
1,1 ( )D 的系数相当

于从中 g1 ( )D 第 0 个系数处开始的 M 次采样。
以此类推,有

g[M]
1,ln+1(D)= g1,ln+1 0D0+g1,ln+1 1D1+…+g1,ln+1 nDm忆 =

摇 摇 摇 摇 摇 g1,lD0+g1,l+MD1+…+g1,l+nMDm忆

l沂 0,M[ ]

ì

î

í

ï
ï

ïï -1
。

(7)
即G[M](D)中 g[M]

1,1 (D),g[M]
1,n+1(D),…,g[M]

1,(M-1)n+1(D)
的系数相当于分别从 G(D)中 g1(D)的第 0,1,…,

M-1 个系数处开始的 M 次采样。
继续讨论图 3 支路 c2,可得如下多项式:
g[M]

1,2 ( )D =g1,2 0D0+g1,2 1D1+…+g1,2 nDm忆 =
g2,0D0+g2,MD1+…+g2,nMDm忆。 (8)

即G [ ]M ( )D 中 g[M]
1,2 ( )D 系数相当于从 G ( )D 中

g2 ( )D 第 0 个系数处开始的 M 次采样。 以此类推,
我们 可 最 终 归 纳 出 G [ ]M ( )D 中 g[M]

1,j ( )D , j 沂
1,[ ]nM 的统一表述:

g[M]
1,j ( )D =g琢,茁D0+g琢,茁+MD1+…+g琢,茁+nMDm忆。 (9)

式中:琢= j( )-1 mod n+1;茁 = 骔 j( )-1 / n夜;G [ ]M ( )D
中 g[M]

1,j ( )D 系数相当于从 G ( )D 中 g琢 ( )D 的第 茁 个

系数处开始的 M 次采样。
(2)当输入序列为足够长序列 010…[ ]0 时,对

于 C,输出序列

c ( )D =0·G+1D1·G+0D2·G+…+0Dn-1·Gn-1 =
D g1 ( )D g2 ( )D … gn ( )[ ]D (10)

可用图 4 表示。 可见,编码器的 n 个支路分别依次

输出 G ( )D 中 n 个支路抽头多项式的系数,不过与

图 2 相比存在一个节拍的延迟。

图 4摇 (n,1,m)卷积码的第 2 类输出情况
Fig. 4 The 2nd output situation of (n,1,m) convolutional code

而对于 C [ ]M ,输出序列

c[M] ( )D = 0 1 …[ ]0 G (D) [M] +
0 0 …[ ]0 DG (D) [M] +…=
g[M]

2,1 (D) g[M]
2,2 (D) … g[M]

2,Mn(D[ ])

(11)
可用图 5 表示。 可见,编码器的 Mn 个支路分别依次

输出G [ ]M ( )D 第二行 Mn 个支路抽头多项式的系数。

图 5摇 (Mn,M,m忆)卷积码的第 2 类输出情况
Fig.5 The 2nd output situation of (Mn,M,m忆) convolutional code
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使用与前述类似的归纳总结方法,我们直接给

出G [ ]M ( )D 中 g[M]
2,j ( )D ( j沂[1,nM])的统一表述:

g[M]
2,j ( )D =g琢,茁D0+g琢,茁+MD1+…+g琢,茁+nMDm忆。(12)

式中: 琢 = j( )-1 mod n + 1; 茁 = 骔 j-n( )-1 / n夜。 即

G [ ]M ( )D 中 g[M]
1,j ( )D 系数相当于从 G ( )D 中g琢 ( )D

的第 茁 个系数处开始的 M 次采样。
(3)换用其他诸如 0010…[ ]0 、 00010…[ ]0 形式

的输入序列,我们可最终获得如下定理。
定理 1 摇 n,1,( )m 卷积码及其扩展卷积码

Mn,M,( )m忆 的生成多项式具有如下变换方式:
g[M]
i,j ( )D =g琢,茁D0+g琢,茁+MD1+…+g琢,茁+m忆MDm忆 =

移
m忆

l=0
g琢,茁+lnDl,i沂 1,[ ]M ,j沂 1,[ ]nM 。 (13)

式中:琢 = j( )-1 mod n +1;茁 = 骔 j- i( )-1 n[ ]-1 / n夜;
m忆=腋 m( )+2 / M骎 -1。 即G [ ]M ( )D 中 g[M]

i,j ( )D 系数

相当于从 G ( )D 中 g琢 ( )D 的第 茁 个系数处开始的 M
次采样,且当 茁+ln<0 或 茁+ln>m 时,g琢,茁+ln =0。

该定理可看作 Shen[15]和陈发新[16] 结论的另一

种等效表述,并更具实用意义。

4摇 (n,k,m)的扩展卷积码生成矩阵

运用同样的分析方法,本节讨论 n,k,( )m 卷积

码 C 的生成矩阵 G ( )D 与 Mn,Mk,( )m 卷积码 C [ ]M

的生成矩阵G [ ]M ( )D 两者间的统一表述问题。
(1)设一次性输入足够长序列 10…[ ]0 ,对于

C,输出序列

摇 c ( )D = 1 0 …[ ]0 G ( )D +
D 0 0 …[ ]0 G ( )D +…=
g1,1 ( )D g1,2 ( )D … g1,n ( )[ ]D (14)

用图 6 表示时可见,编码器的 n 个支路分别依次输

出 G ( )D 第一行各个抽头多项式的系数。

图 6摇 n,k,( )m 卷积码的第 1 类输出情况
Fig. 6 The 1st output situation of (n,k,m) convolutional code

而对于 C [ ]M ,输出序列

c ( )D = 1 0 …[ ]0 G ( )D [ ]M +
0 0 …[ ]0 DG ( )D [ ]M +…=
g [ ]M

1,1 ( )D g [ ]M
1,2 ( )D … g [ ]M

1,Mn ( )[ ]D 。

(15)

用图 7 表示时可见,编码器的 Mn 个支路分别依次

输出G [ ]M ( )D 第一行各个抽头多项式的系数,

图 7摇 Mn,Mk,( )m 卷积码的第 1 类输出情况
Fig. 7 The 1st output situation of (Mn,Mk,m) convolutional code

比较图 6 和图 7 的输出序列,可获得G [ ]M ( )D
中 g[M]

1,j ( )D ( j沂[1,nM])的统一表述:
g[M]

1,j ( )D =g1,茁 酌D0+g1,茁 酌+MD1+…+g1,茁 酌+nMDm忆。
(16)

式中:茁 = j( )-1 mod n+1;酌 = 骔 j( )-1 / n夜;G [ ]M ( )D
中 g[M]

1,j ( )D 系数相当于从 ( )G D 中 g1,茁 ( )D 第 酌 个系

数处开始的 M 次采样。
(2)当输入序列为足够长序列 010…[ ]0 ,对于

C,输出序列

摇 ( )c D =

0
1
左

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0

G ( )D +D

0
0
左

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0

G ( )D +…=

g2,1 ( )D g2,2 ( )D … g2,n ( )[ ]D (17)
用图 8 表示时可见,编码器的 n 个支路分别依次输

出 ( )G D 第二行各个抽头多项式的系数。

图 8摇 n,k,( )m 卷积码的第 2 类输出情况
Fig. 8 The 2nd output situation of (n,k,m) convolutional code

而对于 C [ ]M ,输出序列

c(D)= 0 1 …[ ]0 G ( )D [ ]M +
0 0 …[ ]0 DG ( )D [ ]M +…=
g [ ]M

2,1 ( )D g [ ]M
2,2 ( )D … g [ ]M

2,nM ( )[ ]D

(18)
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用图 9 表示时可见,编码器的 Mn 个支路分别依次

输出G [ ]M ( )D 第二行各个抽头多项式的系数。

图 9摇 (Mn,Mk,m)卷积码的第 2 类输出情况
Fig.9 The 2nd output situation of (Mn,Mk,m) convolutional code

比较图 8 和图 9 的输出序列,可获得所有

G [ ]M ( )D 中 g[M]
2,j ( )D ( j沂 1,[ ]nM )的统一表述:

g[M]
2,j ( )D =g2,茁 酌D0+g2,茁 酌+MD1+…+g2,茁 酌+nMDm忆。

(19)
式中: 茁 = j( )-1 mod n + 1; 酌 = 骔 j( )-1 / n夜; G [ ]M

( )D 中 g[M]
2,j ( )D 系数相当于从 ( )G D 中 g2,茁 ( )D 第 酌

个系数处开始的 M 次采样。
通过换用其他输入序列,可最终获得如下定理。
定理 2 摇 n,k,( )m 卷积码及其扩展卷积码

Mn,Mk,( )m忆 生成多项式具有如下变换方式:
g[M]
i,j ( )D =g琢,茁 酌D0+g琢,茁 r+MD1+…+g琢,茁 酌+m忆MDm忆 =

移
m忆

l=0
g琢,茁 酌+lnDl,i沂 1,[ ]M ,j沂 1,[ ]nM 。

(20)
式中: 琢 = i( )-1 mod k + 1; 茁 = j( )-1 modn + 1; 酌 =
骔 j-骔 i( )-1 / k夜n[ ]-1 / n夜;m忆 = 腋 m( )+2 / M骎 -1。 即

G [ ]M ( )D 中g[M]
i,j ( )D 系数相当于从 G ( )D 中g琢,茁 ( )D

的第 酌 个系数处开始的M 次采样,且当 酌+ln<0 或 酌
+ln>m 时,g琢,茁 酌+ln =0。

显然,定理 2 是定理 1 的加强。

5摇 验证

例 1摇 考虑 2,1,( )6 卷积码 C 及其生成矩阵

G ( )D = 1+D+D2+D3+D6,1+D2+D3+D5+D[ ]6 。
(21)

式中:n=2;k = 1;m = 6。 设扩展因子 M = 3,分别使

用定理 1 和定理 2,均可得 C [ ]3 的生成矩阵

G ( )D [ ]3 =

1+D+D2 1+D+D2 1 0 1 1+D

D D+D2 1+D+D2 1+D+D2 1 0

D 0 D D+D2 1+D+D2 1+D+D

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú2
。

(22)

设删除图样为 P =
1 0 1é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú0 1 1
,所得 CP 的生成

矩阵

G (D)P =
1+D+D2 0 1 1+D

D 1+D+D2 1 0
D D+D2 1+D+D2 1+D+D

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú2

(23)
与熟知的 4,3,( )2 删除卷积码生成矩阵完全相同。

例 2摇 考虑 3,2,( )3 卷积码 C 及其生成矩阵

G ( )D =
1+D+D3 D+D3 0
D2+D3 1+D 1+D+D2+D

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú3 。

(24)
式中:n=3;k = 2;m = 3。 设定扩展因子 M = 2,使用

定理 2,可得 C [ ]2 生成矩阵

G ( )D [ ]2 =

1 0 0 1+D 1+D 0
D 1 1+D D 1 1+D

D+D2 D+D2 0 1 0 0
D2 D D+D2 D 1 1+

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úD

。

(25)
假设信息序列 m [ ]= 10011011 。 对于 C,有

C ( )D = 1+D2+D3,D+D[ ]3 ( )G D =
1+D+D2,D2+D3+D5+D6,D+D2+D5+D[ ]6 ,

(26)
即 c [ ]= 100101111010000011011 。 对于 C [ ]2 ,有
C [ ]2 ( )D = 1+D,0,D,1+[ ]D G ( )D [ ]2 =

1+D,D+D3,D+D3,1,D+D2,1+D[ ]2 ,
(27)

即 c [ ]2 [ ]= 100101111010000011011 。 可 见, c =
c [ ]2 ,证明 G ( )D [ ]2 正确,同时佐证了本文定理 2。

6摇 结束语

本文研究了删除卷积码识别问题中的重要子课

题,即卷积码母码与扩展卷积码生成矩阵的统一表

述问题。 从编码器输入输出的基本物理意义出发,
先 后 分 析 和 建 立 了 n,1,( )m 圮 Mn,M,( )m 和

n,k,( )m 圮 Mn,Mk,( )m 的编码序列输出模型,归纳

和证明了其生成矩阵的统一表述定理,并进行了相

应验证计算。 本文所给出的计算方法可用于加速删

除卷积码识别删除图样的遍历过程,也可应用于母
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码生成矩阵的快速恢复。
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