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摘摇 要:根据 Duffing-Vanderpol 振子大周期态时的最大 Lyapunov 指数与系统策动力的关系,提出了

一种基于该振子检测微弱信号相位参量的方法。 该方法利用系统策动力与待测信号初始相位有关

的特性,得到待测信号的初始相位,并将相位检测过程中噪声对系统的影响作为影响因子加以考虑。
理论分析及数值仿真结果表明,该方法工程实现简单,抗噪性能好。 当待测信号信噪比为-30 dB
时,均方误差仅为 0. 1,具有较高的估计精度。
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Estimation of Weak Signal Phase by Using
Duffing-Vanderpol Oscillator

SUN Wenjun,RUI Guosheng,WANG Lin,TIAN Wenbiao
(Department of Electronic and Information Engineering,Naval Aeronautical and Astronautical University,Yantai 264001,China)

Abstract:When Duffing-Vanderpol oscillator is in large-scale periodic motion,there are some nexus be鄄
tween the largest Lyapunov exponent and system driving force. According to this conclusion,an algorithm
for detecting weak signals爷 phase based on Duffing-Vanderpol oscillator is proposed. Through finding the
relationship between system driving force and the phase of weak signal,the weak signals爷 phase is detec鄄
ted. The noise impact on system is also considered. Theoretical analysis and simulation result show that this
algorithm is easy to be realized in engineering with strong restrain ability to noise and high estimation accu鄄
racy. When the signal-to-noise ratio(SNR) of to-be-detected signals is equal to -30 dB,the mean-
square error(MSE) is only 0. 1.
Key words:weak signal detection;phase detection;Duffing-Vanderpol oscillator;Lyapunov exponent

1摇 引摇 言

随着现代数字通信技术的发展和各种应用领域

的需要,强噪声背景下微弱信号的检测已成为研究

的重点。 由于混沌振子对小信号的极端敏感性和对

噪声的免疫力,混沌理论在微弱信号检测中得到了

广泛应用[1-4]。 在不同背景噪声下,出现了各种基

于混沌振子的微弱信号检测理论和方法[5-6],由于

混沌振子检测具有灵敏度高、抗噪声能力强、设备成
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本低的特点,因而受到人们的广泛关注。
许多研究者对这一领域进行了深入研究。 文献

[7]利用混沌振子法实现了对低信噪比环境下频移

键控信号解调;文献[8]将多混沌振子阵列应用于

信号的检测,实现了信号在不同初始相位下的检测。
近年来,弱信号检测领域利用混沌振子的参数敏感

特性取得了一些新的研究成果:文献[9]通过对水

声信号的非线性特征进行分析并对其进行系统建

模,将微弱水下目标信号的检测能力提升了约

10 dB;文献[10]将自相关和混沌理论相结合,进一

步增强了混沌振子的弱信号频域检测能力;文献

[11-12]基于主动控制策略,通过设计比例微分控

制器消除误差系统中的非线性项,以获得混沌系统

的准确同步。 这些研究成果展示了混沌振子在弱信

号检测领域尤其是参数辨识等方面具有巨大的潜在

研究价值,但仍存在一些问题:一方面,大多数文献

更多关注的是弱信号是否存在的物理检测,而未对

信号的相位检测进行论述;另一方面,基于数值分析

理论的控制类方法需要设计复杂的代价函数,实现

难度大,无法实现快速判决。
微弱信号的相位检测一直是弱信号检测领域一

个非常重要的问题。 本文通过对 Duffing- Vander鄄
pol 振子在大周期态时的 Lyapunov 指数进行研究,
得到其与系统策动力的关系,为了能够在较低信噪

比条件下获得较好的检测性能,考虑了信号噪声的

影响,得到信号等效策动力与信号相位的关系,最终

得到 Lyapunov 指数与待检测信号相位的关系。 仿

真实验结果表明,该方法具有较高的检测精度,并且

有较好的抗噪声性能。

2摇 Duffing-Vanderpol 系统信号检测原理

考虑如下 Duffing-Vanderpol 方程的弱信号检测

基本形式:
x··( t)+k x·( t)-x( t)+x3( t)= fcos(棕t)+

rcos(棕t+驻渍)+n( t)。
(1)

式中:棕 为待检测周期信号的频率; k 为阻尼比;
-x( t)+x3( t)为非线性恢复力;fcos(棕t)为内置周期

策动力;rcos(棕t+驻渍)是待测周期弱信号;n( t)为噪

声信号。 传统的信号检测方式以 Duffing- Vander鄄
pol 系统对噪声免疫[13] 为前提,将待测信号作为混

沌系统周期策动力的摄动,在噪声强烈的情况下,对

系统状态的改变影响很小,而一旦有特定频率的待

测信号,由于混沌系统对周期小信号的敏感性,即使

幅值较小,也会使系统发生相变,在相位差满足如下

条件 时, 即 仔 - arccos ( r / ( 2f )) 臆 驻渍 臆 仔 +
arccos( r / (2f)),通过判断系统是否发生了相变来判

定信号是否存在,从而达到在强背景噪声下对微弱

周期小信号进行检测的目的。 上述信号检测方法对

信号相位只考虑了一定的检测范围,没有具体的相

位差值。 可应用多个内置不同初始相位策动力的混

沌振子组成的阵列,对未知相位正弦信号进行并行

检测,其检测原理如图 1 所示。

图 1摇 Duffing-Vanderpol 振子阵列检测原理图
Fig. 1 The detection system composed of multiple

Duffing-Vanderpol oscillators array

图 1 中,通过 n 个不同初始相位的振子检测,对
每个振子是否相变进行判断,综合振子的状态可以

将待检测信号的相位确定在一个较小范围内,从而

达到弱信号相位检测的目的。 这种检测方法使用的

Duffing-Vanderpol 方程数量越多,检测出的信号相

位范围越小,系统的灵敏度也越高,但是随着方程数

量的增多,检测复杂度会大大增加,降低了检测效

率,并且此方法也没有考虑到噪声对系统相变判断

的影响。

3摇 本文相位检测方法

本文综合考虑 Duffing-Vanderpol 系统 Lyapunov
指数与周期策动力的关系以及周期策动力与相位检

测的关系,提出基于 Duffing-Vanderpol 振子的正弦

信号相位检测方法。

3. 1摇 待检测信号相位与幅值关系

由式(1)等号的右端可知,对混沌振子起相变

作用的总周期驱动信号为

A( t)= fcos(棕t)+rcos(棕t+驻渍)+n( t)=
Fscos(wt+驻兹)+n( t) 。 (2)
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式中:

Fs = f2+2frcos驻渍+r2 ; (3)

驻兹=arctan rsin(驻渍)
f+rcos(驻渍) 。 (4)

由于待测信号的幅值 r 远远小于策动力临界值

f,由式(4)可知,驻兹 很小,所以对系统状态的影响可

以忽略不计,因此系统状态是否改变的关键在于 Fs

与噪声干扰 n( t)的大小。 由式(3)可知,系统是否

会发生相变与待检测信号和内部驱动信号的相位差

有关,由于式(3)中 cos驻渍 与 Fs 存在非线性关系,
不便于对相位进行估计,所以对其进行线性化可得

Fs = f2+2frcos驻渍+r2 =

f+rcos驻( )渍 2+r2 sin2驻渍 =

f+rcos驻渍 + 1+ r2 sin2驻渍
f+rcos驻( )渍 2 。 (5)

由于 r < < f,所以
r2 sin2驻渍
f+rcos驻( )渍 2 抑0,式(3)可以

化为

Fs = f+rcos驻渍 , (6)
进一步可得

cos驻渍=
Fs-f
r 。 (7)

通过上式可知,一旦信号幅度确定,系统状态是

否发生变化将由相位差值决定。 因此,可以通过定

量的系统相变判别方法来进一步确定待测信号的相

位差。

3. 2摇 Lyapunov 指数判别方法

由于利用系统相图进行判断需要人工参与,且
缺乏定量判别,并不适合工程应用,所以实际中通常

利用最大 Lyapunov 指数判定系统状态。
对于映射系统 xn+1 = f(xn),考虑初值 x0 和其临

近值 x0+驻x0,其 Lyapunov 指数可表示为

姿= lim
t寅¥

1
mh移

m-1

i=0
ln xnh

x0h
。 (8)

式中:h 为采样间隔;n 为采样时间,且 n = mh。 式

(8)为计算连续系统的 Lyapunov 指数的方法。 应用

Lyapunov 指数对系统的状态进行判断,为了能较为

准确,需要选取指数谱中稳定的 Lyapunov 指数值,
对于式(1)所示的 Duffing-Vanderpol 系统来说,在
Duffing-Vanderpol 方程阻尼比 k = 0. 5且 h = 0. 01、m
= 30 000条件下,本文选取 n = 300 时的最大 Lya鄄
punov 指数值,系统最大 Lyapunov 指数与系统的周

期驱动力强度 F 的关系如图 2 所示。

图 2摇 系统最大 Lyapunov 指数与周期驱动力强度 F 的关系
Fig. 2 The relationship between the largest Lyapunov

exponent and periodic driving force strength

图 2 中结果可以说明,Duffing-Vanderpol 振子

的最大 Lyapunov 指数随着系统的周期驱动力强度

F 的增强近似呈单调递减的关系。 当最大 Lyapunov
特性指数大于零时,说明系统处于混沌态;当系统最

大 Lyapunov 特性指数由大于零转为小于零,则是系

统从混沌态跃变到了周期态的标志。
考虑实际计算 Lyapunov 指数时会受到输入噪

声干扰,根据文献[14]对噪声干扰的分析,噪声对

Lyapunov 指数的影响是由于输入噪声的方差 滓2
n 导

致相图中增加了方差为 滓2
x 的噪声,且与系统采样间

隔 h 有关,即 滓2
x 与 h滓2

n 成正比,根据式(8),Lya鄄
punov 指数为 n 次随机变量的和,增加采样时间 n
会相应减少 Lyapunov 指数的方差,且随机变量的噪

声符合正态分布,而 1
n ln df(n)(x0)

dx 不会随机变量

服从正态分布的特性,所以 Lyapunov 指数也服从正

态分布。 令 Lyapunov 指数的方差为 滓2
姿,则其与

滓2
x / n成正比,所以噪声对 Lyapunov 指数方差的影

响为

滓2
姿 =K1

h滓2
n

n 。 (12)

通常 Duffing-Vanderpol 振子处于大周期态时,
周期驱动力强度 F 与 姿 的关系可认为是线性的,则
噪声对系统 Lyapunov 指数的影响可认为对等效总

策动力的改变,即增加了噪声的等效策动力 Fn,则

Fn =K
h
n 滓n。 (13)

通过线性最小二乘拟合的方法,可以得到大周

期态时周期驱动力强度与 Lyapunov 指数的关系公

式为

F=Fs+Fn = -a姿+b,摇 姿臆姿p, (14)
进一步推导可得
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Fs = -a姿+b-K h
n 滓n,姿臆姿p。 (15)

式中:姿p 为混沌态到大尺度周期态的最大 Lyapunov
指数阈值;a、b 为拟合参数。 在图 1 所示的条件下,
根据对 F 的统计结果可得,姿p = -0. 084 5,与其对应

的等效总策动力幅值为 Fp = 0. 837 0,K = 0. 897 9,
拟合参数分别为 a = 0. 165 5,b = 0. 823 1,其拟合误

差如图 3 所示。

图 3摇 周期驱动力强度拟合的标准差
Fig. 3 The adaptive mean-square error of periodic driving force

由图可见,在 Duffing-Vanderpol 系统处于稳定

的大尺度周期状态时,对系统等效总策动力拟合的

误差很小,拟合函数具有很高的精度,据此可以利用

其估计待测微弱信号的相位。

3. 3摇 根据 Lyapunov 指数估计微弱信号的相位

由式(7)和式(8),可以得到大尺度周期态时

Lyapunov 指数与待检测信号相位是线性关系,所以,
为了提高待检测相位的估计精度,对内置正弦策动

力 f 设置等间隔分布的多个值,对其加和平均进行

相位估计,设 f 分别为 f1,f2,…,fN,且 f i-r逸Fp,这样

可以保证 Duffing -Vanderpol 振子处于大尺度周期

态,每一个 f i 对应一个最大 Lyapunov 指数 姿 i,可得

相位估计公式

驻渍=arccos 1
N移

N

i=1

-a姿 i+b-K
h
n 滓n-f i

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
úr
,

姿 i臆姿p。 (16)
上述表达式对于相位的估计可以提高一定的精

度,并且有利于工程实现。 根据以上分析,对信号相

位检测的步骤归纳如下:
(1)设置内置策动力:根据图 1 所示系统最大

Lyapunov 指数与等效策动力的关系,设置内置驱动

力 f1,令 f1 =Fp+r,将式(1)的 f 替换成 f1,得到系统

的检测方程;

(2)计算最大 Lyapunov 指数:对第一步中的检

测方程,应用欧拉-丸山方法进行数值求解,积分步

长为 0. 01,求得方程的数值解,根据 3. 2 节的方法,
进一步得到方程的最大 Lyapunov 指数 姿1;

(3) 重新设置内置驱动力:令 f i = f i-1+0. 001,重
复步骤 2,得到在不同内置策动力下多个最大 Lya鄄
punov 指数 姿 i;

(4)估计弱信号相位:根据公式(16)计算得到

弱信号相位 驻渍 的估计。

4摇 仿真分析

设置待检测正弦信号的幅值为0. 001 V,加入高

斯白噪声,信噪比为-5 dB,分别设置不同的信号相

位,驻渍= i仔17( i = 1,2,…,17),对 驻渍 进行估计,并与

设置的信号相位进行对比,结果如图 4 所示。

图 4摇 微弱信号相位检测结果
Fig. 4 The phase detection results of weak signals

图 4 中,1 ~ 17 监测点分别是初始相位为 0 ~ 仔
的微弱正弦信号,由图可见,应用本文方法可以对弱

信号相位进行较好的估计。 取其中较有代表性的 9
点对其估计的均方误差做统计,结果如表 1 所示。

表 1摇 不同初始相位的检测误差
Tab. 1 The detection error of weak signals

with different initial phases
信号 设置相位 检测结果 / rad 均方误差

S1 0 0. 177 6 0. 044 1
S2 仔 / 8 0. 403 4 0. 009 5
S3 仔 / 4 0. 843 9 0. 007 9
S4 3仔 / 8 1. 189 7 0. 002 6
S5 仔 / 2 1. 553 9 0. 001 6
S6 5仔 / 8 1. 935 4 0. 003 8
S7 3仔 / 4 2. 300 6 0. 006 5
S8 7仔 / 8 2. 678 7 0. 007 6
S9 仔 3. 047 7 0. 018 6
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通过观察各估计点的均方误差可以发现,除了

相位差在 0 和 仔 附近的偏差较大,其他相位估计的

均方误差均在 0. 01 以下,这是由于相位差在 0 和 仔
处的反余弦函数斜率接近于 0,函数曲线靠近渐近

线,拟合参数误差会对估计结果造成较大影响。
进一步对检测系统抗噪性能进行研究,对信号

设置 9 个不同的初始相位值,在不同的信噪比条件

下,得到的相位检测误差如图 5 所示。

图 5摇 不同信噪比的相位检测误差
Fig. 5 The phase detection error of weak signals

under different SNR conditions

从结果中可以看出,该检测方法对噪声有一定

的免疫力,在信噪比-30 dB条件下,均方误差在 0. 1
以下,仍可以有效检测出信号的初始相位,这是由于

本文方法在拟合策动力与最大 Lyapunov 指数的关

系时,将噪声对 Lyapunov 指数的影响作为拟合项加

以考虑,这样使在较低信噪比条件下的弱信号相位

检测精度得到相应提高。

5摇 结束语

本文研究了一种基于 Duffing-Vanderpol 振子的

正弦信号相位检测方法,该方法基于系统处于大周

期态时的最大 Lyapunov 指数对参数仍有极端敏感

的特性,通过这种特性进行定量的描述,找到最大

Lyapunov 指数与弱信号相位之间的函数关系,并在

实现相位检测时考虑噪声的影响,得到信号相位的

估计式。 仿真实验表明,该检测方法精度较高,易于

实现,并且具有很强的抗噪声能力。
文中算法提出的依据是基于混沌振子相变和最

大 Lyapunov 指数准则的,当混沌振子没有发生可靠

相变或者最大 Lyapunov 指数无法实现相变检测时,
本文方法同样也不再适用。
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《电讯技术》3 篇新发论文跻身下载排行前十

根据本刊网站 www. teleonline. cn“排行榜冶自动统计结果,截止到 2016 年 1 月 13 日,本刊已有 3 篇近期

发表论文问鼎下载排行前十,分别是 2015 年 10 月发表在“应用基础与前沿技术冶栏目的《电磁涡旋及其在

无线通信中的应用》(第一作者为北京邮电大学泛网无线通信教育部重点实验室李蹊),下载频次 1830,位居

第十;11 月发表在“电子与信息工程冶栏目的《一种针对转发式欺骗干扰信号的负延时补偿方法》(第一作者

为第二炮兵工程大学王海洋),下载频次 2016,位居第九;12 月发表在“应用基础与前沿技术冶栏目的《基于

量子遗传算法的航空通信频率动态分配》 (第一作者为空军工程大学信息与导航学院徐雪飞),下载频次

2474,位居第五。 其中,第一篇论文创下了从发表到下载频次跻身前十的最短时间记录,而第三篇则刷新了

此记录。 之前,位居排行榜的均是本刊多年以前发表的论文。
本刊编辑部一直坚持以论文质量为核心,长期关注并优先发表涉及前沿热点技术的研究论文。 3 篇论

文中,《电磁涡旋及其在无线通信中的应用》和《基于量子遗传算法的航空通信频率动态分配》均安排在了当

期第一篇的位置,保证了论文的首现性。 排行结果充分证明了编辑部组稿策略的有效性。
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