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摘摇 要:调频信号的检测和参数估计一直是信号处理领域的研究热点之一。 为深入挖掘短时分数阶

傅里叶变换对调频信号的时频分析优势,从短时分数阶傅里叶变换的定义出发,推导了其时频分辨

能力与信号参数的关系,并与短时傅里叶变换进行了对比分析。 结论表明,短时傅里叶变换时频分

辨能力与信号频率变化率有关,而短时分数阶傅里叶变换几乎不受调频率变化率影响。 最后,通过

对比仿真实验证明,对于频率变化率较小的信号,两者时频分辨效果差别不明显,对于频率变化率较

大的信号,短时分数阶傅里叶变换的时频分辨效果更好。
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Time-Frequency Resolving Ability of Short-time Fractional
Fourier Transform to FM Signals

LUAN Junbao1,DENG Bing2

(1. Graduate Students爷 Brigade,Naval Aeronautical and Astronautical University,Yantai 264001,China;
2. Department of Electronic and Information Engineering,Naval Aeronautical and Astronautical University,Yantai 264001,China)

Abstract:Detection and parameter estimation of frequency modulation(FM) signal is always one of the re鄄
search focuses in the field of signal processing. In order to find out the advantage of short-time fractional
Fourier transform(STFRFT) in processing the FM signals,this paper analyzes the relationship between the
time-frequency resolving ability and the parameter of the measured signals through STFRFT爷s definition,
and compares with short-time Fourier transform(STFT). As a conclusion,the time-frequency resolving a鄄
bility of STFT is related to the signal爷s frequency fluctuation rate,however,the time-frequency resolving a鄄
bility of STFRFT has nearly no relationship with the signal爷 s frequency fluctuation rate. The simulation
verifies that for the signals with low frequency fluctuation rate,STFT and STFRFT almost have the same
time-frequency resolution,but for the signals with high frequency fluctuation rate,STFRFT has the better
time-frequency resolution.
Key words: frequency modulation signal detection;parameter estimation; short - time Fourier transform;
short-time fractional Fourier transform;time-frequency analysis

1摇 引摇 言

随着电子技术的发展,信号处理的研究对象已

经由平稳信号逐渐发展为非平稳信号,对非平稳信

号的检测和参数估计一直是信号处理领域被广泛关
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注的问题。 针对此类信号的分析,国内外学者先后

提出了多种时频分析工具,例如 WVD、Gabor 变换、
小波变换、分数阶傅里叶变换、短时傅里叶变换、短
时分数阶傅里叶变换等[1]。 其中,短时傅里叶变换

(Short-Time Fourier Transform,STFT)和短时分数阶

傅里叶变换 ( Short - Time Fractional Fourier Trans鄄
form,STFRFT)作为两种常用的时频分析工具,既不

存在交叉项干扰,又能够通过短时窗分析信号局部

的频率变化特征,因此受到研究学者的广泛青睐。
文献[2]将短时傅里叶变换应用在线性调频信号的

滤波中,实现了对线性调频信号 ( Linear Frequaly
Medulation,LFM)信号的滤波。 文献[3]提出了利用

短时傅里叶变换进行微小运动目标检测的方法,能
够有效分离噪声,实现对运动目标检测。 文献[4]
将短时分数阶傅里叶变换用于多分量 LFM 信号检

测与参数估计之中,取得了很好的分析效果。 文献

[5]用短时分数阶傅里叶变换对多个多项式相位信

号进行检测,实现了多线性调频分量的检测与分离。
与短时傅里叶变换一样,短时分数阶傅里叶变

换在时频分析上也存在着时频分辨率不够高等缺

点[6-7]。 因此,本文从其时频分辨能力入手,以短时

傅里叶变换作对比,研究短时分数阶傅里叶变换的

时频分辨能力与信号参数的关系。

2摇 STFT 与 STFRFT

短时傅里叶变换最早在 1946 年由 Gabor 提

出[8],其主要思想是利用滑动的短时窗对待测信号

进行分段截取,并对所截取的信号利用傅里叶变换

进行时频分析。 其建立起来的时频分析谱图是一种

直观的时频分布图,能够反映出信号在局部时间上

的频域特性,对于很多常见信号都具有良好的分析

性能。 给定一个时间宽度很短的窗函数 ( )Y t ,令窗

函数在时间轴 t 上滑动,则可以得到信号 ( )s t 的

STFT:

STFT t,( )f = 乙s ( )子 Y 子( )- t exp - j2仔f( )子 d子 。

(1)
STFT 所得到的是信号在分析时间 t 附近通过

傅里叶变换得到的局部频谱,因此 STFT t,( )f 既是

时间 t 的函数,也是频率 f 的函数。
在信号处理中,传统的傅里叶变换已经成为一

种成熟而应用广泛的数学工具。 若将其看作是一种

将信号由时间轴逆时针旋转 仔 / 2 变换到频率轴的

线性算子,则可以定义一种可以旋转任意角度 琢 的

新算子,即分数阶傅里叶变换 ( Fractional Fourier
Transform,FRFT),其定义式为[9]

FRFT琢 ( )u = 乙s ( )t K琢 t,( )u dt 。 (2)

式中,琢 为变换角度,K琢 t,( )u 为变换核,

K琢(t,u)=
A琢ej仔(t2cot琢+u2cot琢-2utcsc琢), 琢屹n仔
啄(t-u), 琢=2n仔
啄(t+u), 琢=2n仔依

ì

î

í

ï
ï

ïï 仔
。(3)

式中,A琢 = 1-jcot琢 。 相比傅里叶变换,FRFT 由于

多了一个自由度 琢,可以同时反映信号在时域和频

域的信息,在信号处理上具有很大的灵活性,尤其是

利用 FRFT 处理线性调频信号时,匹配阶次下的线

性调频信号能够获得很高的能量聚集,因此,FRFT
十分适合处理线性调频信号[10]。

FRFT 在传统傅里叶变换的基础之上,增加了

其特有的优势,因此可以认为 FRFT 为传统傅里叶

变换的一种广义形式。 利用分数阶傅里叶的这一特

点,对短时傅里叶变换进行广义化,可以得到短时分

数阶傅里叶变换,其定义式为[11]

STFRFT琢 t,( )u = 乙
¥

-¥

s ( )子 ·Y 子( )- t ·K琢 子,( )u d子 。

(4)
根据测不准原理,STFT 存在着时间分辨率和频

率分辨率矛盾的问题。 如果用 驻t 和 驻f 分别表示

STFT 的时间分辨率和频率分辨率,则它们的乘积

满足

驻t·驻f逸1 / 2。 (5)
令 u= f·sin琢,当 琢 为分数阶傅里叶变换角度

变量时,得到分数阶傅里叶变换的测不准原理,即
驻t·驻u逸sin琢 / 2。 (6)

根据测不准原理,从文献[12]可以知道,为获

得最佳时频分辨效果,窗函数应采用高斯型窗,因
此,本文所采用的窗函数均为高斯窗。

3摇 对线性调频信号的分辨能力

3. 1摇 理论分析

设线性调频信号 ( )s t = exp j2仔 f0 t+
1
2 滋tæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,

高斯型窗函数 ( )Y t = exp - t2

2滓
æ

è
ç

ö

ø
÷2 ,其中 滓 为高斯窗

的标准差,利用上节中的定义式可以得到信号的
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STFT 表达式为

STFT t,( )f = 乙exp j2仔 f0 + 1
2 滋t( )( )2 ·

exp - 子( )- t 2

2滓( )2 exp - j2仔f( )子 d子 =

乙exp j2仔f0子 + j仔滋子2 - j2仔f子 - 子( )- t 2

2滓( )2 d子 =

exp - t2

2滓( )2 ·

乙exp j仔滋 - 1
2滓( )2 子2 + j2仔 f0( )- f + t

滓( )2( )子 d子 。

(7)

由高斯积分 乙exp - z2( )2
dz = 2仔 [13],可得

STFT t,( )f = 2仔
1 / 滓2 - j2仔滋

exp - t2

2滓( )2 ·

乙exp j2仔 f0( )- f + t / 滓( )2 2

2 / 滓2 - j4仔
æ

è
ç

ö

ø
÷

滋
d子 =

2仔 1 / 滓2 + j2仔( )滋
1 / 滓4 + 4仔2滋2 exp - t2

2滓( )2 ·

乙exp j2仔 f0( )- f + t / 滓( )2 2 2 / 滓2 + j4仔( )滋
4 1 / 滓4 + 4仔2滋( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
d子 。

(8)
信号的 STFRFT 表达式为

STFRFT琢 t,( )u = A琢乙s ( )子 Y 子( )- t ·

exp j仔 子2cot琢 + u2cot琢 - 2u子csc( )( )琢 d子 。 (9)

由分数阶傅里叶域性质[10],可令 u= f·cos琢,代
入式(9),得到

STFRFT琢(t,f) =

A琢乙exp j2仔f0子 + j仔滋子2 - j2仔f子 - 子( )- t 2

2滓( 2 +

j仔 子2cot琢 + f2sin琢cos( ) )琢 d子 =

A琢exp - t2

2滓2 + j仔f2sin琢cos( )琢 ·

乙exp j仔(滋 + cot琢) - 1
2滓( )2 子2 + j2仔(f0 - f) + t

滓( )2( )子 d子。

(10)
当达到 FRFT 最佳匹配时,存在 滋 = -cot琢,上式

化简为

STFRFT琢(t,f) = 2仔
1 / 滓2 exp - t2

2滓2 + j仔f2sin琢cos( )琢 A琢·

乙exp j2仔 f0( )- f + t / 滓( )2 2

2 / 滓
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
d子 =

2仔 1 / 滓( )2

1 / 滓4 exp - t2

2滓2 + j仔f2sin琢cos( )琢 A琢·

乙exp j2仔 f0( )- f + t / 滓( )2 2 2 / 滓( )2

4 / 滓
æ

è
ç

ö

ø
÷

4
d子。 (11)

分别对式(8)与式(11)求模平方即可得到相应

的能量谱[14],其表达式如下:

STFT t,( )f 2 = 2仔
1 / 滓4+4仔2滋2

exp - t2

滓
æ

è
ç

ö

ø
÷2 ·

exp
-8仔

2

滓2 f0-( )f 2+2t
2

滓6 -
16仔2滋t
滓2 f0-( )f

2 / 滓4+8仔2滋

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷2
=

2仔
1 / 滓4+4仔2滋2

exp - t2

滓
æ

è
ç

ö

ø
÷2 ·

exp - 2 2 仔
滓 f0-( )f +2 2 仔滋tæ

è
ç

ö

ø
÷

滓

2

+2t
2

滓6 +
8仔2滋2 t2

滓2

2 1 / 滓4+4仔2滋( )

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷2
=

cSTFT·GSTFT。 (12)

式中,GSTFT =exp - 2 2 仔
滓 f0-( )f +2 2 仔滋tæ

è
ç

ö

ø
÷

滓

2

2 1 / 滓4+4仔2滋( )

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷2
,

cSTFT =
2仔

1
滓4+4仔

2滋2

exp - t2

滓
æ

è
ç

ö

ø
÷2 exp

2t2

滓6 +
8仔2滋2 t2

滓2

2 1
滓4+4仔

2滋æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷2
。

类似可得到

STFRFT琢( t,f) 2 =2仔 1+cot2( )琢
1 / 滓4

exp - t2

滓
æ

è
ç

ö

ø
÷2 ·

exp
-8仔

2

滓2 f0-( )f 2+2t
2

滓6

2 / 滓

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷4
=

cSTFRFT·GSTFRFT。 (13)
式中,GSTFRFT =exp -4仔2滓2 f0-( )f( )2 ,

cSTFRFT =
2仔 1+cot2( )琢

1 / 滓4
。

不难发现,式(12)和式(13)都是高斯型函数,
即在任意时刻 t,信号的 STFT 与 STFRFT 在频域的

能量均满足高斯分布,其峰值大小取决于系数项

cSTFT和 cSTFRFT,而能量在频域的展宽(即频域分辨

率)取决于高斯型函数的方差。
不失一般性,不妨令 f0 =0,则有

GSTFT =exp -4仔2滓2

1+4仔2滓4滋( )2 滋t-( )fæ

è
ç

ö

ø
÷

2

GSTFRFT =exp -4仔2滓2 f( )

ì

î

í

ïï

ïï 2
。 (14)
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既然有
4仔2滓2

1+4仔2滓4滋2 臆4仔2滓2,且只在 滋 = 0 时取

等号,那么从式(14)可以发现:相同窗函数及窗长

(时域分辨率)的情况下,STFRFT 的频域分辨能力

不低于 STFT;两者在分辨能力上的差异主要是由

STFT 中的 4仔2滓4滋2 项引起,且随着信号参数 滋 的增

大,STFT 对于能量的聚集性减弱,频率分辨效果变

差,而 STFRFT 的频域分辨能力则不受调频率 滋 的

约束。

3. 2摇 仿真

为考察 STFRFT 对线性调频信号的分辨效果,
采用两种调频率不同的信号进行仿真实验。

(1)设线性调频信号为

( )S t =exp j2仔( f0 t+100t2( )) ,
信号的初始频率 f0 = 30 Hz,采样时间为1 s,采样频

率为1024 Hz,窗函数采用高斯窗,窗长为 128 点,滑
动步长为 1 点,分别对信号进行 STFT 和 STFRFT,
仿真结果如图 1 所示。

(a)STFT

(b)STFRFT

图 1摇 滋=200 时 STFT 与 STFRFT 时频分辨能力对比
Fig. 1 Comparison of the time-frequency resolving ability

between STFT and STFRFT when 滋=200

(2)线性调频信号改为

S( t)= exp j2仔( f0 t+300t2( )) ,

其余参数保持不变,分别对信号进行 STFT 和 STFR鄄
FT,仿真结果如图 2 所示。

(a)STFT

(b)STFRFT

图 2摇 滋=600 时 STFT 与 STFRFT 时频分辨能力对比
Fig. 2 Comparison of the time-frequency resolving ability

between STFT and STFRFT about when 滋=600

从仿真结果可以发现,对于线性调频信号,
STFT 与 STFRFT 同样具有很好的时频分辨能力,但
随着信号调频率的增大,STFRFT 仍能够保持很好

的能量聚集性,获得很好的时频分辨能力,相比之

下,STFT 出现了波束展宽,时频分辨能力变差,仿真

结果与分析所得结论一致。

4摇 对非线性调频信号的分辨能力

上节主要分析了 STFRFT 在对线性调频信号进

行时频分析时的时频分辨能力,对于频率随时间非

线性变化的非线性调频信号,其在短时窗内的频率

成分更为复杂。 在对信号进行分析时,可在短时窗

内将非线性调频信号近似看作线性调频信号,将其

短时的频率变化率作为线性调频率,那么利用上节

中的结论,可以假设,在频率变化率较小的时段内,
采用 STFT 和 STFRFT 仍能够保持很高的时频分辨,
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当在频率变化率较大的时段内,STFT 的时频分辨能

力降低,而频率变化率对 STFRFT 没有影响。
接下来,采用三次相位信号进行仿真实验,令

S( t)= exp j2仔( f0 t+170t3-100t2( )) ,
信号的初始频率 f0 = 30 Hz,采样时间、采样频率、窗
函数及滑动步长与上节仿真参数一致,分别对信号

进行 STFT 和 STFRFT,仿真结果如图 3 所示。

(a)STFT

(b)STFRFT

图 3摇 STFT 与 STFRFT 对非线性调频信号时频分辨能力对比
Fig. 3 Comparison of the time-frequency resolving ability
between STFT and STFRFT when nonlinear frequency

modulation signal is processed

从 STFT 和 STFRFT 的仿真图像分析对比可以

看出,在调频率较低时,短时傅里叶变换与短时分数

阶傅里叶变换都有比较不错的分辨效果,但随着调

频率的增大,短时分数阶傅里叶变换仍然能够保证

良好的时频分辨能力,而短时傅里叶变换能量相对

分散,在相应的采样时刻峰值高度不够,因此时频分

辨能力下降明显。 因此,针对频率较剧烈的非线性

调频信号,短时分数阶傅里叶变换比短时傅里叶变

换具有更好的时频分析能力。
表 1 所示为利用上述仿真对信号进行瞬时频率

估计[15-16]的结果。 根据表中的数据也可以证明所

得出的结论。

表 1摇 STFT 与 STFRFT 对非线性调频信号的
瞬时频率估计精度对比

Table 1 The accuracy comparison between STFT and
STFRFT for estimating the instantaneous frequency

of nonlinear frequency modulation signal
采样
时刻
/ s

频率
瞬时值
/ Hz

估计值 / Hz

STFT STFRFT

误差 / (% )

STFT STFRFT

0. 2 10. 4 8. 060 11. 9 22. 50 14. 00

0. 5 57. 3 40. 315 52. 5 30. 00 8. 40

0. 8 196. 1 209. 600 197. 6 6. 80 0. 70

5摇 结束语

本文从 STFRFT 的定义出发,利用 STFT 作对

比,讨论了在高斯窗下 STFRFT 在处理调频信号时

的时频分辨率高低,通过推导得出 STFRFT 与 STFT
的时频分辨率高低与信号的频率变化率大小有密切

关系。 结论表明,在相同窗函数及窗长的情况下,
STFT 的频率分辨率随着信号频率变化率的增大而

逐渐减小,相比之下 STFRFT 几乎不受信号频率变

化率的影响,最后通过仿真验证了结论的正确性。
对于频率变化率较大的信号,使用 STFRFT 能获得

比 STFT 更高的时频分辨率,而对于频率变化率较

小的信号,两者时频分辨效果差别不明显,但由于

STFRFT 在进行 FRFT 运算时涉及到二维搜索的问

题,因此在运算量上存在一定的劣势。
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