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摘摇 要:传统的压缩感知理论考虑的测量值均是实值的,具有无限比特精度。 然而在实际应用中,由
于数据存储或传输需求,必须考虑测量值的量化问题。 通过研究总结已有的一比特量化压缩感知(1
-bit Quantized Compressive Sensing)重建算法,提出了一种改进的二进制迭代硬阀值(BIHT)算法。
该算法通过引入回溯筛选的思想,在每一步迭代过程中优化了对原子的选择。 实验仿真表明,在采

样比特数较低时,基于回溯的二进制迭代硬阀值(BBIHT)算法比二进制迭代硬阀值算法重建精度高

2 ~ 3 dB,且重建速度快。 因此,BBIHT 算法更有实际应用意义。
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Abstract:The classic compressive sensing(CS) theory assumes the measurements to be real-valued and
have infinite bit precision. But in practice,quantization of measurements should be taken into consideration
because of the data storage demand or transmission demand. Based on the research and summarization of
the existing 1-bit Quantized Compressive Sensing reconstruction algorithms,an improved Binary Iterative
Hard Thresholding(BIHT) algorithm is presented. This algorithm optimizes the choice of atoms in each it鄄
eration by adding the idea of backtracking. The simulation results show that the reconstruction precision of
Backtracking Binary Iterative Hard Thresholding(BBIHT) is 2 ~ 3 dB higher than that of BIHT algorithm
when the sample bits are not many, besides the reconstruction speed is higher than that of BIHT. So
BBIHT is much more efficient and practical.
Key words:compressive sensing;1-bit quantization;reconstruction algorithm

1摇 引摇 言

压缩感知理论指出,通过适当的方法,稀疏信号

或可压缩信号可以从其线性欠采样测量中精确重建

出来[1-2]。 目前大多数的研究所考虑的测量值都是

实值的,具有无限比特精度。 然而,在实际处理中,
需要将采集到的测量值进行量化,以确保能够将数
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据进行存储和传输,即将实值测量值映射为有限域

上的离散值[3]。 例如,在均匀量化中,将测量值量

化至 2B 个离散值,B 表示量化比特数。 量化是不可

逆的,在量化过程中会引入量化误差,通常将量化误

差看作加性噪声来处理。 近年来,一些学者研究了

测量值的量化问题,并提出了相关重建方法[4-5]。
Boufounos 和 Baraniuk 在文献[6]中指出,将测

量值用一个比特表示,即只保留测量值的符号,仍然

可以精确稳定地重建原始信号。 采用这种量化方式

可以大大降低信号在传输和存储过程中的比特数,
在多数情况下,目标是减少总的比特数和非测量数。
并且在许多情况下,量化消耗远大于采样消耗,而 1
-bit 压缩感知在量化过程中只需要一个比较器就可

以实现高速稳定的量化。
目前,基于 1-bit 压缩感知的重建算法主要有

符号匹配追踪算法(Matching Sign Pursuit,MSP) [7]、
约束 步 长 收 缩 算 法 ( Restricted - step Shrinkage,
RSS) [8]、二进制迭代硬阀值算法(BIHT) [9] 等,其中

BIHT 算法比其他算法在重建精度和重建一致性上

都要高。
本文正是在 BIHT 算法的基础上,在每一步迭

代过程中引入回溯[10]筛选的步骤,提出了基于回溯

的二进制迭代硬阀值算法(BBIHT),该算法在每次

迭代过程中,将前后两次迭代的支撑集合并,再在合

并的支撑集下一致性重建。 回溯步骤的加入优化了

迭代过程中支撑的选择,避免了同一原子在前后两

次迭代中被反复筛选和删除,降低了算法的重建复

杂度。 实验仿真表明,在较低采样比特数下,BBIHT
算法比 BIHT 算法重建精度要高,重建速度要快。

2摇 1-bit 压缩感知理论

在传统的压缩感知中,将信号 x沂迬 N 与测量矩

阵 住沂迬 M伊N(M垲N)做内积得到线性测量值

b=Ax (1)
其中,b沂迬 M,当测量矩阵满足一定条件,就可以通

过适当的方法从测量值重建出原始信号。
1-bit 压缩感知是考虑对测量值量化的一种极

限情况,表示为

y=sign(Ax) (2)
其中,sign(·)表示符号函数,当测量值为正时取值

为+1 否则为-1;M 表示测量值的数目,而在 1-bit 量
化中,测量数即比特数。 为了得到更高的重建精度,
可以增加 M 值的大小,甚至可以大于信号长度 N。

一致性重建定义[11]如下:
对于映射 f:X寅Y,x沂X,y= f(x),如果 f( x̂)= y,

那么 x̂沂X 为 y 到 x 的一致性估计。
在 1-bit 压缩感知中,一致性重建要求估计值 x̂

与测量系统得到的测量值具有相同的符号,即量化

的测量值与原始测量值的乘积非负:
YAx逸0 (3)

其中,Y= diag( y),即量化后的测量值构成的对角

矩阵。
由于 1-bit 量化使得信号幅度信息丢失,因此

对信号增加一个能量约束,使重构信号在单位超球

面上:
椰x̂椰2 = 移

i
x2( )i

1 / 2 =1 (4)
这一约束使得求解空间缩小,提高了重建精度。

3摇 算法设计

3. 1摇 二进制迭代硬阀值算法

为了从 1-bit 测量中重建出原始信号,文献[9]
给出 BIHT 算法所求解问题为

min
x

移
M

i=1
准 yi,( )Ax( )i

subject to:椰x椰2 =1,椰x椰0臆K (5)
其中,

准 x,( )y =
0, x·y>0
x·y ,{ otherwise

(6)

BIHT 算法步骤如下:
步骤 1:初始化,最大迭代次数 nmax,迭代次数

n=0,x0 =0,稀疏度 K;

步骤 2:计算 an+1 =xn+ 滋
2 AT y-sign(xn( )) ;

步骤 3:计算 xn+1 =浊K an( )+1 ,并令 n=n+1;
步骤 4:当 n = nmax 或 y - sign ( x) = 0 时输出

xn+1 / 椰xn+1椰,否则转步骤 2。
其中,滋 为标量,用来控制梯度下降步长的大小,函
数 浊K ( )v 用来保留 v 中最大的 K 个量并将其余量

置零。
3. 2摇 基于回溯的二进制迭代硬阀值算法

本文受到文献[10]中对支撑进行回溯筛选的

启发,将回溯的方法引入 BIHT 算法中,在每次迭代

过程中,将前后两次迭代的支撑进行合并,并在该支

撑下一致性重建,即在该支撑下最小化

椰neg(YAx̂)椰2 (7)
其中,neg(x)= (x- x ) / 2,即只保留 x 中负元素,其
余部分置零。 当 x̂ 与 x 相一致时,式(7)的值为零。

BBIHT 具体算法步骤如下:
步骤 1:初始化,最大迭代次数 nmax,迭代次数

n=0,x0 =0,稀疏度 K;
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步骤 2:计算 an+1 =xn+ 滋
2 AT y-sign(xn( )) ;

步骤 3:计算 cn+1 =浊K an( )+1 ,合并前后两次迭代

支撑 祝n =supp(cn+1)胰supp(xn);
步骤 4:在支撑集下一致性重建

bn | 祝n =argmin
x

椰neg(YAAx̂)椰2
2 s. t. 椰x̂椰2 =1;

步骤 5:当 n = nmax 或椰neg(YAx̂)椰2 = 0 时,输
出 xn+1 = bn | K /椰bn | K椰2,否则转步骤 2。

通过对比研究 BIHT 算法和 BBIHT 算法发现,
在 BIHT 算法迭代过程中,不断将信号残差投影到

测量矩阵 A 列构成的原子库中最匹配的 K 个原子,
确定 K 个可信赖的候选,当认为所选列是可信赖

的,则将其加入下一次迭代序列。 由于这种方式缺

乏 A 各列之间的正交性而不是最优的,向量 a 的某

个支撑可能由于不在信赖候选集内而被丢弃,但是

在下一次的迭代中又因为加入残差投影,又被选入

到可信赖的支撑集内,因此可能产生 a 的某个支撑

被反复丢弃和保留,从而导致整个算法需要迭代较

多次数才能达到较高重建精度。
而 BBIHT 算法通过加入回溯步骤,使同一原子

被反复选择和丢弃的概率大大降低,通过在合并的

支撑上一致性重建,提高了信号的重建精度和重建

速度。 本文算法所用思想与文献[10]中基本相同,
然而算法实现时文献[10]采用最小二乘的方式,而
本文算法是根据一致性原理进行重建,且两种算法

针对问题不同,本文算法是考虑量化情况下的重建

算法,因此也更加具有实际中的存储传输意义。

4摇 实验仿真及分析

在文献[9]中 BIHT 算法已经与其他算法进行

了对比,因此本文只用 BBIHT 算法与 BIHT 算法进

行对比,并且设定与该文献相同的实验条件。 原始

待采样信号 x 长度为 N,稀疏度为 K 且非零值在单

位球上随机取值,即满足椰x椰2 = 1,测量矩阵 A 采

用大小为 M伊N 的高斯随机测量矩阵。 定义重构误

差为 SNRrec = 10 lg 椰x椰2 /椰x-x̂椰( )2 ,角度误差

(Angular Error)为 arccos掖x,x̂业 / 仔,且均为1 000次实

验的平均值。
设定信号长度 N=1 000,稀疏度 K = 10,采样率

M / N 在区间[0,2]上取值(当 M / N>1 时所获得测

量值将大于原始信号的长度,这在传统的压缩感知

中是不存在的,然而在 1-bit 压缩感知中关注的是

总的比特数而非测量值数,因此 M / N>1 的情况在

1-bit压缩感知中是常见的)所得 BBIHT 与 BIHT 重

构误差比对如图 1 所示,重建时间比对如图 2 所示,

角度误差比对如图 3 所示。

图 1摇 BBIHT 与 BIHT 重建误差比对
Fig. 1 Reconstruction error between BBIHT and BIHT

由图 1 可以看出,采样率在 0. 7 以下时,BBIHT
的重建精度比 BIHT 的要高约 2 ~ 3 dB,在大于 0. 7
时两种算法的重建精度基本趋于相同,采样率大于

1. 2 时两者的重建精度基本一致。

图 2摇 BBIHT 与 BIHT 重建时间比对
Fig. 2 Reconstruction time between BBIHT and BIHT

从图 2 时间曲线可以看出,在相同条件下

BBIHT 算法的重建速度要高于 BIHT 算法;两者时

间开销大致随着采样率的增加呈线性升高趋势,且
BIHT 算法的重建时间曲线斜率略大于 BBIHT 算法

时间曲线,因而随着采样率增加,BBIHT 算法的时

间开销增长速度略慢于 BBIHT 算法。

图 3摇 BBIHT 与 BIHT 重建角度误差比对
Fig. 3 Reconstruction angular error between BBIHT and BIHT
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由图 3 可以看出,在采样率小于 0. 6 时,采用

BBIHT 算法重建信号所得角度误差稍小于 BIHT 算

法,当采样率大于 0. 6 时,两者的重建角度误差基本

相同,说明了本文所提算法的重建一致性要高于

BIHT 算法。

5摇 结摇 论

本文对 BIHT 算法迭代过程中可能产生原子被

反复筛选和丢弃的情况进行分析,并通过引入原子

的回溯筛选思想,提出了基于回溯的 BIHT 算法。
通过这种方法,大大降低了同一原子在前后两次迭

代过程中被反复筛选和删除的概率,降低了算法的

重建复杂度。 通过仿真实验可以看出,本文所提算

法在采样率较低时(低于 0. 7)的重建精度比 BIHT
算法高出约 2 ~ 3 dB,达到重建精度所需时间略低

于 BIHT 算法,重建一致性也高于 BIHT 算法,说明

本文算法比 BIHT 算法更具有实际应用意义。 本文

实验结果均是通过大量样本得到的平均值,实验中

并无例外情况。 下一步还应更加深入地进行数学分

析,使算法在理论上更加完善。
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