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摘摇 要:针对目标波达方向(DOA)估计的子空间类算法工程实现上的问题,提出了一种次最小冗余

线阵的目标 DOA 估计方法。 该方法应用孔径合成理论和最小冗余线阵理论,在保证阵列孔径等价

的前提下,从工程应用的实际问题出发,对次最小冗余线阵的阵元配置进行研究。 在分析 MUSIC 及

MMUSIC 算法的基础上,对次最小冗余线阵进行仿真。 通过与相同孔径的均匀线阵和最小冗余线阵

对比表明,次最小冗余线阵与相同孔径的均匀线阵性能相仿,并有更小的计算复杂度,比最小冗余线

阵有更大的阵元灵活性,可以解决一般最小冗余线阵不能解决的相干信源的 DOA 估计问题。
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A DOA Estimation Method Based on Sub-minimum
Redundancy Linear Array

HU Zi-yang,REN Yuan
(The 724th Research Institute of China Shipbuilding Industry Corporation,Nanjing 211106,China)

Abstract:In order to solve the problems in engineering implementation of DOA estimation,a new method
based on sub-minimum redundancy linear array is proposed. In order to have equal array aperture and fa鄄
vour engineering application,the configuration of sensors for sub-minimum redundancy linear array is stud鄄
ied according to the theory of aperture synthesis and minimum redundancy linear array. MUSIC and MMU鄄
SIC algorithms for sub-minimum redundancy linear array are simulated. Compared with uniform linear ar鄄
ray(ULA) with the same array aperture,sub-minimum redundancy linear array has similar performance
but smaller amount of calculation;compared with minimum redundancy linear array with the same array ap鄄
erture,sub-minimum redundancy linear array is more flexible for selecting sensors and has estimation capa鄄
bility for coherent sources.
Key words:coherent source;DOA estimation;subspace algorithm;sub-minimum redundancy linear array

1摇 引摇 言

在现代阵列信号处理领域,波达方向(DOA)估
计是一个重要的研究方向,占有重要地位。 在 DOA
估计中,均匀线阵(Uniform Linear Array,ULA)因其

结构简单在实际系统中得到广泛应用。 一般而言,
阵元数一经确定,均匀线阵的阵列分辨率就确定了,

只能通过增加阵元数目或增加阵元间距来提高分辨

率。 增加阵元数目会增加设备量,这将对信号处理

量以及通道误差调节和系统可靠性都带来影响;而
过大的阵元间距会引起栅瓣效应,使 DOA 估计出现

模糊。 因此在工程实践中,采用非均匀阵列来节省

设备量,提高估计精度成为研究的热点,很多学者对

·3941·

第 54 卷 第 11 期
2014 年 11 月

电讯技术
Telecommunication Engineering

Vol. 54摇 No. 11
Nov. 2014

*
**

收稿日期:2014-06-16;修回日期:2014-09-04摇 摇 Received date:2014-06-16;Revised date:2014-09-04
通讯作者:776064936@ qq. com摇 摇 Corresponding author:776064936@ qq. com



非均匀阵列进行了大量研究[1-4]。 使用非均匀阵列

可以利用较少的阵元得到较大的天线孔径,为了防

止栅瓣的出现,要求非均匀阵列阵元距参考阵元的

归一化间距互质。 实验证明,这种非均匀阵列有其

优势,但并非最优阵列,相同的孔径下其阵元数可进

一步减少。 同时,学者们也对给定阵元数下所能达

到最大孔径的最小冗余线阵(Minimum redundancy
linear array)进行了大量研究[5-7],但最小冗余线阵

的排布方式固定,不适用于相干信源的 DOA 估计,
又给工程应用带来了不便。

本文从孔径合成理论出发,在最小冗余线阵的

基础上,通过对其阵元位置及个数进行优化设置,在
相同的孔径条件下,得到比一般非均匀线阵阵元数

更少、比最小冗余线阵阵元选择更灵活的次最小冗

余线阵,同时解决了最小冗余线阵不能处理相干目

标的问题,更有利于工程应用。

2摇 次最小冗余线阵及其数学模型

2. 1摇 非均匀线阵阵列模型

如图 1 所示,设一个非均匀线阵,由 M 个阵元

组成,以左边第一个阵元为参考阵元,阵元的位置分

别为 D=(d1,d2,…,dM),P 个波长为 姿 的窄带平面

波,分别从(兹1,兹2,…,兹P)入射,第 i 个阵元收到的

信号为

xi ( )t = 移
P

m=1
Sm ( )t exp j2仔disin(兹m)æ

è
ç

ö

ø
÷

姿 +ni ( )t ,

i=1,2,…,M (1)
式中,d1 =0,Sm ( )t 是接收的第 m 个信号的复包络,
ni 是第 i 个阵元接收到的加性噪声。

图 1摇 非均匀直线阵测向基本模型
Fig. 1 The basic model of direction-finding for

non-uniform linear array

将式(1)表示成向量形式:
X( t)= A(兹)S( t)+N( t) (2)

式中,X( t)为阵列输出向量,S( t)为接收的信号向

量,N( t)为接收的噪声向量。
定义 A(兹)= [a(兹1),a(兹2),…,a(兹P)]为方向

向量 a(兹i)构成的阵列流形,其中 i = 1,2,…,P。 记

k=2仔 / 姿,则信号在 兹i 方向上的方向向量 a(兹i)可以

表示成

a(兹i)= [1,exp(jkd2sin(兹i)),…,exp (jkdMsin(兹i))]T

(3)

2. 2摇 次最小冗余线阵

由上一节的分析,考虑线阵中任意两个阵元 p
和 q 输出的共轭循环相关函数[6]

R琢
xpxq

*(t) =

lim
T寅¥

1
T 乙

T/ 2

-T/ 2
[xp(t + t / 2)xq(t - t / 2)exp[ - j2仔琢t]]dt

(4)
其中,琢 为信号的循环频率。 设第 k 个信源共轭循

环自相关函数为 R琢
sksk

*( t),将式(1)代入式(4),由
sk( t)的循环独立性,有

R琢
xpxq

*( t)= 移
M

k=1
R琢

sksk
*exp jksin(兹k)(dp+dq[ ]) =

R琢
p,q(dp+dq,t) (5)

从式(5)中可以看出对于非均匀线阵,其共轭

循环相关函数仅只与 dp 和 dq 有关。 根据孔径合成

理论的叠加等价阵列的定义[8],阵列 A 的叠加等价

阵列表达式为

Csum(A)= {di+d j,1臆i,j臆M} (6)
式(6)表示 di +d j 所有可能值表示的集合。 若

阵列 A 与阵列 B 等价即 Csum(A)= Csum(B),则两阵

列有相同的孔径。 由式(6)可以看出均匀线阵不同

的阵元组合可以获得相同的共轭循环相关函数值,
因而带来冗余度。

由上面的理论分析,可以设计共轭循环相关函

数值重复最少,也即冗余度最小的阵列,称之为最小

冗余线阵。 最小冗余线阵的设计是一个优化问题,
一般通过计算机穷尽搜索的办法获得。 表 1 给出了

其中一种不同阵元数的归一化配置[9],其中 M 表示

阵元数,N 表示孔径, d{ }i 中整数表示各阵元相对于

第一个阵元距离对半波长的归一化值。
表 1摇 最小冗余线阵归一化配置

Table 1 The normalized configuration of minimum
redundancy linear array

M N {di}

5 10 {0,1,4,7,9}

6 14 {0,1,6,9,11,13}

7 18 {0,1,4,10,12,15,17}

8 24 {0,1,4,10,16,18,21,23}

9 30 {0,1,4,10,16,22,24,27,29}

10 37 {0,1,3,6,13,20,27,31,35,36}

11 44 {0,1,3,6,13,20,27,34,38,42,43}
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摇 摇 显而易见,最小冗余线阵的排布是通过穷举法

得来的,其阵元排布方式即使不唯一也不能随意更

改。 同时由表 1 可以看到,基本上最小冗余线阵都

是空间非对称的,而后面我们将分析空间非对称线

阵不适用于修正 MUSIC 算法估计相干信源。 当估

计相干信源或最小冗余线阵中某一个阵元的通道误

差过大时,就需要对其进行修改构成新的冗余度稍

大的等价线阵,称之为次最小冗余线阵。
(1)估计相干信源需要按照穷举法设计空间对

称的次最小冗余线阵;
(2)应对通道误差较大的阵元则是在阵列等价

前提下用其附近的阵元来替换该阵元。 如本文中

MUSIC 算法的仿真使用的是 8 元最小冗余线阵{0,
1,4,10,16,18,21,23}修改后的次最小冗余线阵

{0,1,4,7,11,12,13,16,18,21,23},两者阵列是等

价的。

3摇 次最小冗余线阵的 DOA 估计算法

3. 1摇 MUSIC 算法[9]

多重信号分类(MUSIC)算法作为一种解自相

关矩阵特征空间的子空间类算法,它不限于阵列的

排列形式,所以 MUSIC 算法很适合次最小冗余线阵

的 DOA 估计。
由式(2)的信号模型,对阵列信号 X( t)的协方

差矩阵 R=E[X( t)XH( t)]进行特征分解,有
R=Us 撞 s UH

s +UN 撞N UH
N (7)

式中,Us 是由大特征值对应的特征矢量张成的信号

子空间,而UN 是由小特征值对应的特征矢量张成的

噪声子空间。
MUSIC 算法的谱估计公式为

PMUSIC =
1

aH ( )兹 UN UH
Na ( )兹

(8)

对于次最小冗余线阵,在利用 MUSIC 算法进行

DOA 估计时,式(8)的表达式是不变的,只是 a(兹),
UN 受次最小冗余线阵阵元位置 di 的影响,即阵元

位置影响了算法的性能。

3. 2摇 修正 MUSIC 算法[10]

修正 MUSIC(MMUSIC)算法在进行正常非相关

信源 DOA 估计的同时,可以提高对相关信源的估计

性能。
修正 MUSIC 算法对数 据 协 方 差 矩 阵 R =

E[X( t)XH( t)]进行修正,令Iv 为 M伊M 的反向单位

矩阵,即

Iv =

0 0 … 1
0 … 1 0
… … … …
1 0 …

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0 M伊M

(9)

且令

RX =R+Iv R*Iv (10)
式中,R*为 R 的共轭,对RX 进行如上 MUSIC 算法

就可以得到信号的 DOA 估计。
修正 MUSIC 算法估计数据协方差矩阵时,将接

收数据共轭重排后再用了一次,这就要求共轭重排

后的数据与原数据具有很强的互补性关系,从而利

用它们共同估计数据协方差矩阵以改善 DOA 估计

性能,也即满足对称布阵,就是要求构建阵元关于线

阵中点对称分布的等价阵列。 表 2 给出了一些空间

对称布阵的次最小冗余线阵的归一化配置[11]。

表 2摇 空间对称次最小冗余线阵归一化配置
Table 2 The normalized configuration of space symmetrical

sub-minimum redundancy linear array

M N {di}

5 7 {0,1,3,5,6}

6 9 {0,1,3,5,7,8}

7 13 {0,1,3,6,9,11,12}

8 16 {0,1,3,6,9,12,14,15}

9 21 {0,1,3,6,10,14,17,19,20}

10 25 {0,1,3,6,10,14,18,21,23,24}

4摇 仿真实验

使用最小阵元间隔为 d=姿 / 2 的线阵,所用噪声

为加性高斯白噪声。

4. 1摇 MUSIC 算法仿真

(1)实验 1:几种线阵 MUSIC 算法性能分析

实验中设置信号是频率为 f0的调幅信号,采样

率为 2f0,快拍数为 200,不考虑通道误差。 不失一

般性,取仿真的次最小冗余线阵为{0,1,4,11,12,
13,16,18,21,23},它是一个口径同样为 24 的最小

冗余线阵{0,1,4,10,16,18,21,23}修改得到的。
在信噪比为10 dB时仿真了这两个线阵和 8 元及 24
元均匀线阵对入射方向为(7毅,10毅,30毅,70毅)的 4 个

独立入射信号的 DOA 估计结果,如图 2 所示。
·5941·
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图 2摇 MUSIC 算法仿真结果
Fig. 2 Simulation results of MUSIC algorithm

从图 2 可以看出,同样作为 8 阵元线阵,均匀线

阵的分辨力明显不如最小冗余线阵和次最小冗余线

阵(10 阵元),3毅内的两个信源出现谱峰兼并,已分

辨不出来。 由(b)、(c)、(d)可以看出,阵列孔径相

同的 24 元均匀线阵、最小冗余线阵和次最小冗余线

阵均可以分辨 3毅以内的目标,最小冗余线阵效果略

差一点。 最小冗余线阵和次最小冗余线阵的谱函数

图像略有起伏,但不影响分辨结果。 图 3 是在不同

信噪比下 4 种线阵对 30毅入射信号 DOA 估计的均方

根误差曲线。

图 3摇 均方根误差随信噪比变化曲线
Fig. 3 The change curve of the root mean square

error for different SNR

从图 3 可以看出,孔径较小的 8 元均匀线阵在

信噪比为-5 dB时的均方根误差较之其他 3 种线阵

有明显开始变大的趋势,而孔径相同的 3 种线阵在

信噪比大于-10 dB时的均方根误差相差不大。
(2)实验 2:对独立信号的分辨率和估计精度

在 MUSIC 谱峰搜索中,当两独立信号角度间隔

靠近时,会出现谱峰兼并,同时也影响两信号的

DOA 估计准确度,验证线阵对两角度间隔很近的信

号的分辨能力是很有必要的。 定义:如果两信号的

估计误差在 0. 3毅以内并且两峰值与其之间谷值相

差大于5 dB,则认为成功分辨,否则不能分辨。 在信

噪比10 dB下,对不同入射间隔的两独立信号进行估

计,得到图 4 所示的不同角度间隔下的分辨概率,每
个角度间隔进行1 000次独立实验。

图 4摇 不同角度间隔下的分辨概率
Fig. 4 Resolution probability under different angle interval

从图 4 可以看出,孔径较小的 8 阵元均匀线阵

对非相干信号具有较差的分辨率,当角度间隔小于

3毅时,分辨概率就低于 90% ;其余 3 个线阵具有较

好分辨率,能分辨间隔 1毅的两个信号。 综合来看,
次最小冗余线阵在提高分辨力和降低计算复杂度方

面有较好的效果。
4. 2摇 MMUSIC 算法仿真

实验中仍设置信源数 N = 4,入射角度为(10毅,
20毅,30毅,70毅),信噪比为10 dB,设置其中角度为 10毅
和 20毅的两个入射信号为全相干信号。 由前面分析

知,对相干信号的 DOA 估计需要空间对称线阵,取
仿真的空间对称次最小冗余线阵为{0,1,4,7,11,
15,18,21,22},它也是最小冗余线阵{0,1,4,10,
16,18,21,23}修改得到的,不过考虑要满足空间对

称性,损失了一个阵元的孔径。 这两个线阵及 8 元

和 24 元均匀线阵的 DOA 估计结果如图 5 所示。

图 5摇 MMUSIC 算法仿真结果
Fig. 5 Simulation results of MMUSIC algorithm
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从图 5 可以看出,不具有空间对称性的最小冗

余线阵{0 1 4 10 16 18 21 23}对相干信号的估计已

经失效,而具有空间对称性的另外 3 个线阵对相关

信号的估计性能良好,同时不影响其中非相干信号

的估计。 用该 3 种线阵对相干信号进行估计精度分

析,得到图 6。

图 6摇 对相干信号不同角度间隔下的分辨概率
Fig. 6 Resolution probability for coherent signals under

different angle interval

从图 4 和图 6 的比较可以看出,相干信号之间

是互相有影响的,表现到分辨率中就是使每个线阵

的分辨率变差,如 24 元均匀线阵分辨概率大于

90%的角度间隔提升到 1. 25毅,但总体的规律保持

不变,具有相近孔径的次最小冗余线阵和 24 元均匀

线阵的分辨率相差不大,优于具有较小孔径的 8 元

均匀线阵。
整体仿真结果表明,空间对称次最小冗余线阵

适用于对相干信号的 DOA 估计,解决了最小冗余线

阵在该方面的不足。

5摇 结摇 论

本文针对所提出的次最小冗余线阵 DOA 估计,
给出了分析和实验仿真,结果表明 MUSIC 等子空间

类算法适用于次最小冗余线阵,同时与一般的阵列

排布方法相比,次最小冗余线阵具有极大的灵活性,
可以灵活选择阵元,避免误差较大的通道;同时在保

证阵列孔径和分辨力的前提下,可有效降低阵元数

量和算法复杂度,在相关信源的 DOA 估计中也具有

良好的效果。 但次最小冗余线阵因其阵元选择的灵

活性带来阵列的不固定性,替代较大误差通道的阵

元选择的优先级顺序及所带来的影响有待进一步研

究,同时空间对称次最小冗余线阵的阵元选择方式

也需进一步明确。
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