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容积 Rauch-Tung-Striebel 平滑器*
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摘摇 要:针对离散非线性系统的状态平滑问题,基于 Rauch-Tung-Striebel(RTS)理论设计了一种容

积卡尔曼平滑器(Cubature Kalman Smoother,CKS),即容积 Rauch -Tung -Striebel 平滑器(RTS -
CKS)。 首先,基于经典贝叶斯状态估计理论框架,推导了状态概率密度分布形式的非线性系统最优

平滑算法;其次,基于 Rauch-Tung-Striebel 理论,建立了相应的最优平滑递推算法;然后,将其与容

积卡尔曼滤波算法相结合,建立了递推形式的 RTS-CKS 平滑器;最后,通过典型的纯方位跟踪模型

验证了该平滑器的可行性和有效性。 该平滑器为非线性系统的状态估计提供了新的估计算法。
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A Cubature Rauch-Tung-Striebel Smoother

YANG Jun-wei
(Southwest China Institute of Electronic Technology,Chengdu 610036,China)

Abstract:In view of the state smoothing problem of nonlinear discrete - time system,a cubature Kalman
smoother is derived based on the Rauch-Tung-Striebel theory,namely,the cubature Rauch-Tung-Striebel
smoother(RTS-CKS). Firstly,based on the classical Bayesian state estimation framework,the optimal smoot鄄
hing algorithm of the nonlinear system is derived under the state probability density distribution form. Second鄄
ly,the corresponding optimal smoothing recursion algorithm is established based on the Rauch-Tung-Striebel
theory. Then,the recursion type form of RTS-CKS smoother is derived through the combinations of the cuba鄄
ture Kalman filter and the optimal smoothing recursion algorithm above. Finally,the simulation shows the fea鄄
sibility and effectiveness of the proposed smoother through classical bearings only tracking model. The pro鄄
posed smoother provides a novel estimation algorithm for state estimation of nonlinear system.
Key words:nonlinear system;state estimation;cubature Kalman filter;spherical-radial cubature transfor鄄
mation;rauch-tung-striebel smoother

1摇 引摇 言

在系统状态估计理论中,根据状态向量与观测

向量在时间上存在的不同对应关系,人们往往将其

归纳为三类估计问题,即状态的预测、滤波和平

滑[1],其中最为经典的状态估计理论为 1960 年卡尔

曼所提出的卡尔曼(Kalman)滤波理论,现已在各种

工程中得到了广泛应用。 然而标准 Kalman 理论也

有它自身的不足,其要求系统有必须满足以下 3 个

约束条件,即系统模型精确已知、系统的过程噪声和

观测噪声为方差已知的白噪声序列以及系统必须为
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线性随机系统。 针对系统模型的不确定性,人们提

出了各种自适应滤波算法,如强跟踪滤波算法、鲁棒

滤波算法以及基于噪声估计的 Sage-Husa 自适应滤

波算法等。
与此同时,由于在工程实践中,实际系统总是存

在不同程度的非线性,如飞机和舰船的惯导系统、火
箭的制导与控制系统、目标跟踪以及卫星轨道 /姿态

的估计系统等都属于非线性滤波问题[2-5]。 对于上

述系统的状态估计,若采用线性 Kalman 滤波对其进

行滤波估计,则必将导致滤波的发散。 为此,一些学

者提出了扩展 Kalman 滤波(Extended Kalman Filter,
EKF),该滤波算法的基本思想是将非线性系统线性

化,然后应用 Kalman 滤波技术进行状态估计,其优

点是:计算量小,且能够很好地满足弱非线性系统的

状态估计;其不足是:需计算 Jacobi 矩阵,对于维数

较高的系统其计算量较大,对于某些系统甚至无法

求取 Jacobi 矩阵;此外,对于强非线性系统,该滤波

算法收敛速度较慢,甚至发散。 针对 EKF 的上述不

足,一些学者基于近似非线性函数的概率密度分布

比近似非线性函数更容易的思想,提出的 Sigma 点

卡尔曼滤波算法,其中包括 Julier 和 Uhlman 提出的

无迹卡尔曼滤波(Unscented Kalman Filter,UKF)以

及 Norgaard 和 Ito 提出的中心差分卡尔曼滤波(Cen鄄
tral Differernce Kalman Filter,CDKF) [6-8]。

随着非线性滤波算法研究的不断深入,2009 年

Simon Haykin 提出了一种新的非线性滤波算法,即
容积卡尔曼滤波(Cubature Kalman Filter,CKF),相
比于 Sigma 点卡尔曼滤波算法,该滤波算法不仅计

算量相对较小,且对于维数较高的强非线性系统,其
滤波性能更优[9-11]。

目前针对非线性系统状态估计的研究,更多的

是倾向于滤波算法的研究,而对于状态平滑的问题

研究甚少。 众所周知,状态平滑由于其利用了更多

的观测信息而使得其比滤波算法具有更精确的状态

估计效果,因此在现实工程实践中得到了广泛的应

用,如导弹发射初始速度的估计、卫星轨道重构以及

雷达目标跟踪等等[12-14]。
为此,本文基于非线性系统最优平滑算法建立

了容积 Rauch-Tung-Striebel 平滑器。 首先,详细推

导了基于概率密度分布形式的非线性系统最优平滑

算法,并给出了基于 Rauch-Tung-Striebel 理论的最

优平滑迭代算法;然后将其与容积卡尔曼滤波理论

相结合建立了容积 Rauch-Tung-Striebel 平滑器;最

后对其可行性及有效性进行了仿真实例证明。

2摇 问题描述

不失一般性,考虑如下的非线性系统状态空间

模型:
xk = fk-1 xk( )-1 +wk-1

yk =hk x( )k +v{
k

(1)

其中:xk沂Rn,yk沂Rm 分别为系统状态向量与量测

向量;wk-1,vk 分别为系统噪声和量测噪声,它们是

相互 独 立 的 高 斯 白 噪 声, 且 分 别 满 足 wk-1 ~
N 0,Q( )k ,vk-1 ~ N 0,R( )k ;初始状态 x0 与 wk-1,vk 互

不相关,且满足 x0 ~ N m0,P( )0 ;fk-1(·),hk(·)分
别表示非线性系统的系统函数与量测函数。

基于贝叶斯估计理论框架下的非线性系统平滑

器, 其 本 质 目 的 就 是 利 用 量 测 值 y1:T =
y1,y2,…,y{ }T 获取平滑分布 p xk y1:( )T 的最优或次

优近似,且其分布近似满足高斯分布,即
p xk y1:( )T 抑N xk ms

k,P( )s
k (2)

3摇 非线性系统状态最优平滑算法

3. 1摇 非线性系统最优滤波算法

在贝叶斯状态估计理论框架下,由式(1)表示

的系统状态空间模型,也可表示为如下的所示的概

率密度分布形式,即
xk ~ p xk xk( )-1

yk ~ p yk x( ){
k

(3)

其中, p xk xk( )-1 表示系统状态转移概率密度,
p yk x( )k 表示量测值的似然概率密度。

基于上述系统概率密度模型,其最优滤波迭代

算法可表示为时间更新和量测更新两个基本步骤。
(1)时间更新

p xk y1:k
( )

-1
= 乙p xk xk

( )
-1

p xk-1 y1:k
( )

-1
dxk-1 (4)

(2)量测更新

p xk y1:( )k =Cp yk x( )k p xk y1:k( )-1 (5)
其中,C 为归一化因子,其具体表达式如下所示:

C = 乙p yk x( )
k

p xk y1:k
( )

-1
dx( )k

-1
(6)

3. 2摇 非线性系统最优平滑算法

根据文献[12]可知,上述非线性系统状态空间

模型的最优平滑算法,可写为如下两种形式,且两者

理论上相互等价。
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形式 1摇 两滤波平滑算法

该平滑算法可表示为如下的概率密度分布函数:
p xk y1:( )T 邑p xk y1:( )k p yk+1:T x( )k (7)

其中,右边第一项可通过最优滤波算法进行实现,第
二项则可用一反向滤波算法来实现。

形式 2摇 前向-后向平滑算法

该平滑算法可表示为如下的概率密度分布函数:
p xk y1:

( )
T

= p xk y1:
( )

k
伊

乙 p xk+1 x( )
k

p xk+1 y1:
( )

T

p xk+1 y1:
( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

k

dxk+1 (8)

其中,p xk y1:( )k 表示当前时刻状态的滤波概率密度

分布,p xk+1 y1:( )k 表示 k+1 时刻状态的预测概率密

度分布。

3. 3摇 非线性系统 RTS 平滑算法

为了建立非线性系统 RTS 平滑算法,将式(8)
分解为以下三个步骤:

步骤 1:建立 y1:k条件下 xk 与 xk+1的联合概率密

度函数:
p xk,xk+1 y1:( )k = p xk+1 x( )k p xk y1:( )k (9)

其中,p xk y1:( )k 表示当前时刻的滤波概率密度分布;
步骤 2:计算 xk+1 和 y1:k条件下 xk 的概率密度

函数:

p xk xk+1,y1:( )k =
p xk,xk+1 y1:( )k

p xk+1 y1:( )k
(10)

其中

p xk+1 y1:
( )

k
= 乙p xk+1 x( )

k
p xk y1:

( )
k

dxk (11)

由于系统状态空间模型具有马尔科夫特性,因
此有 p xk xk+1,y1:( )T = p xk xk+1,y1:( )k ,则可得

p xk xk+1,y1:( )T =
p xk,xk+1 y1:( )k

p xk+1 y1:( )k
(12)

步骤 3:计算 y1:T条件下 xk 与 xk+1的联合概率密

度函数:
p xk,xk+1 y1:( )T = p xk xk+1,y1:( )T p xk+1 y1:( )T

(13)
其中,p xk+1 y1:( )T 表示下一时刻的平滑分布。 因此

在 xk+1边缘化条件分布下,xk 的平滑概率密度函数

可表示为

p xk y1:
( )

T
= 乙p xk xk+1,y1:

( )
T

p xk+1 y1:
( )

T
dxk+1

(14)

3. 4摇 非线性系统 RTS 平滑算法概率密度函数近似

假设 1摇 状态滤波的概率密度函数服从高斯分

布,即
p xk y1:( )k 抑N xk mk,P( )k (15)

假设 2摇 k+1 时刻状态平滑的概率密度函数服

从高斯分布,即
p xk+1 y1:( )T 抑N xk+1 ms

k+1,Ps
k( )+1 (16)

根据上述两个基本假设对 3. 3 小节推导的非线

性系统最优 RTS 平滑算法进行概率密度函数近似。
(1)对式(9)中的 xk、xk+1联合分布进行高斯近

似,则可得

xk

xk

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

+1

y1:k ~ N
mk

m-
k

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

+1

,
Pk Ck+1

CT
k+1 Pk

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

+1

(17)

设由状态向量与过程噪声向量所扩展的向量为

軌xk = xT
k qT( )k

T,其概率密度分布为

軌xk y1:k ~ N
mkæ

è
ç

ö

ø
÷

0
,

Pk 0
0 Q

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

k

(18)

(2)根据高斯分布准则及式(17),则式(12)也
近似服从高斯分布,即

xk y1:T ~ N m忆k+1,P忆k( )+1 (19)
其中:

Dk =Ck+1 P-
k( )+1

-1 (20)
m忆k+1 =mk+Dk xk+1-m-

k( )+1 (21)
P忆k+1 =Pk-DkP-

k+1DT
k (22)

(3)根据假设 2,则式(13)近似服从高斯分布,即
xk

xk

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

+1

y1:T ~ N m义k+1,P义k( )+1 (23)

其中:

m义k+1 =
mk+Dk xk+1-m-

k( )+1

ms
k

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
+1

(24)

P义k+1 =
DkPs

k+1DT
k +P忆k+1 DkPs

k+1

Ps
k+1DT

k Ps
k

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
+1

(25)

则可得 k 时刻状态平滑服从高斯分布,即
xk y1:T ~ N ms

k,P( )s
k (26)

其中:
ms

k =mk+Dk ms
k+1-m-

k( )+1 (27)
Ps

k =Pk+Dk Ps
k+1-P-

k( )+1 DT
k (28)

4摇 容积 RTS 平滑算法

4. 1摇 CKF 基本原理

CKF 的基本思想是,基于高斯域贝叶斯状态估

计理论框架,将非线性滤波归结为“非线性函数伊高
·0741·
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斯概率密度冶的积分问题,即

I( f) = 乙
Rn

f(x)exp( - xTx)dx (29)

其中,x 表示待估系统状态向量,f(x)表示求积非线

性函数,Rn 表示积分区间。
针对形如式(29)的积分问题,CKF 滤波算法采

用 3 自由度 Spherical-Radial 求容积规则,采用 2n
个等权值的容积点来实现非线性逼近,即

I( f)抑移
2n

i=1
w i f(孜i) (30)

其中 孜i = n [1] i;w i =
1
2n ;i=1,2,…2n;[1]沂Rn。

[1] i沂

1
0
左

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

0

,

0
1
左

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

0

,…,

0
0
左

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

1

,

-1
0
左

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

0

,

0
-1
左

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

0

,…,

0
0
左

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï-1

(31)
4. 2摇 CKF 迭代算法

针对形如式(1)的系统状态空间模型,利用 4. 1
小节所述的 CKF 基本原理,即可推导出 CKF 的迭

代滤波算法,其包括时间更新和量测更新两个基本

步骤。
(1)时间更新

Pk-1 | k-1 =Sk-1 | k-1ST
k-1 | k-1 (32)

Xi,k-1 k-1 =Sk-1 k-1孜i+x̂k-1 k-1 (33)
X*

i,k | k-1 =F(Xi,k-1 | k-1) (34)

x̂x | k-1 =
1
2n移

2n

i=1
X*

i,k | k-1 (35)

Pk | k-1 =
1
2n移

2n

i=1
X*

i,k | k-1X*T
i,k | k-1-x̂k | k-1 x̂T

k | k-1+Qk-1 (36)

(2)量测更新

Pk | k-1 =Sk | k-1ST
k | k-1 (37)

Xi,k | k-1 =Sk | k-1孜i+x̂k | k-1 (38)
Y i,k | k-1 =H(Xi,k | k-1) (39)

ŷk | k-1 =
1
2n移

2n

i=1
Y i,k | k-1 (40)

Pzz,k | k-1 =
1
2n移

2n

i=1
Y i,k | k-1YT

i,k | k-1-ŷk | k-1 ŷT
k | k-1+Rk (41)

Pxz,k | k-1 =
1
2n移

2n

i=1
Xi,k | k-1YT

i,k | k-1-x̂x | k-1 ŷT
k | k-1 (42)

Kk =Pxz,k | k-1P-1
zz,k | k-1 (43)

x̂k | k = x̂x | k-1+Kk(yk-ŷk | k-1) (44)
Pk k =Pk k-1-KkPk k-1KT

k (45)

4. 3摇 容积 CTS 平滑算法

将上述非线性系统 RTS 平滑算法与标准 CKF

滤波算法进行有机结合,即可得容积 RTS 平滑算法

的递推迭代算法,其具体过程包括四个步骤。
(1)建立容积点

Xk,i = Pk 孜 i+mk (46)
其中

孜 i =
n ei i=1,2,…n

n ei-n i=n+1,…,2{ n
(47)

(2)通过系统状态模型传播容积点

X-
k+1,i = f Xk,( )i (48)

(3)计算系统状态的预测值、预测协方差矩阵

及互协方差矩阵

P-
k+1 =

1
2n移

2n

i=1
X-

k+1,i-m-
k( )+1 X-

k+1,i-m-
k( )+1

T (49)

Ck+1 =
1
2n移

2n

i=1
Xk,i-m( )k X-

k+1,i-m-
k( )+1

T (50)

(4)通过系统状态模型传播容积点

Dk =Ck+1 P-
k( )+1

-1 (51)
ms

k =mk+Dk ms
k+1-m-

k( )+1 (52)
Ps

k =Pk+Dk Ps
k+1-P-

k( )+1 DT
k (53)

5摇 仿真实例

为了验证容积 Rauch-Tung-Striebel 平滑器的

有效性,下边通过一典型非线性系统模型对其进行

仿真分析,该系统模型为纯方位目标跟踪模型,其状

态方程为

xk =

1 0 啄t 0
0 1 0 啄t
0 0 1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0 0 0 1

·xk-1+wk-1 (54)

其中 xk = xk yk
觶xk

觶y( )k
T;xk 和 yk 分别表示运动

目标在 x 轴与 y 轴方向的两个分量, 觶xk 和 觶yk 分别表

示相应的速度分量;啄t 表示时刻 k 与 k-1 之差;wk-1

表示零均值的高斯白噪声,其协方差为

摇 E wk-1wT
k[ ]-1 =

摇

1
3 (啄t) 3 0 1

2 (啄t) 2 0

0 1
3 (啄t) 3 0 1

2 (啄t) 2

1
2 (啄t) 2 0 啄t 0

0 1
2 (啄t) 2 0 啄

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
út

q (55)
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其中 q 表示噪声谱密度,这里假设 q=0. 1。
其量测模型为

zk =
z1k
z2

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

k

=
arctan

yk-s1y
xk-s1

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
+v1k

arctan
yk-s2y
xk-s2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
+v2

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úúk

(56)

其中,z1k、 z2k 分别表示两个方位传感器的测量值;
( s1x,s1y )、( s2x, s2y ) 分别表示传感器的位置坐标,且
( s1x,s1y)= (-1,-2),( s2x,s2y)= (1,1);vik( i=1,2)表示

量测噪声,且 vik ~ N(0,滓2),滓=0. 05。
设 运 动 目 标 的 初 始 状 态 为 x0 =

[ ]0 0 1 0 T,目标运动轨迹如图 1 所示,首先从

起始点沿 x 轴正向做匀速运动,然后沿 y 轴负方向

做 90毅转弯机动,接着沿 y 轴负方向做匀速运动,然
后沿 x 轴负方向做 90毅转弯机动,接着沿 x 轴负方向

做匀速运动,然后沿 y 轴正方向做 90毅转弯机动,接
着沿 y 轴正方向做匀速运动。

图 1摇 运动目标真实轨迹
Fig. 1 The real trajectory of the moving object

同时取状态估计的初始值为

x̂0 [ ]= 0 0 1 0 T

P0 =

0. 1 0 0 0
0 0. 1 0 0
0 0 10 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0 0 0 10

分别采用 EKF、UKF、CKF 及相应的 RTS 平滑

算法对其进行仿真验证,图 2 ~ 5 分别表示采用标准

CKF 滤波算法与 RTS-CKS 平滑算法对运动目标 4
个运动状态的实时估计,由仿真结果可以直观地看

出,RTS-CKS 平滑算法对目标状态的估计精度明显

优于标准 CKF 滤波算法,这充分验证了 RTS-CKS
平滑算法相对于标准的 CKF 滤波算法在提高状态

估计精度和解决非线性系统状态平滑问题等方面的

有效性和可行性。

图 2摇 运动目标在 x 方向上的位置估计
Fig. 2 The x-direction position estimation of the moving object

图 3摇 运动目标在 y 方向上的位置估计
Fig. 3 The y-direction position estimation of the moving object

图 4摇 运动目标在 x 方向上的速度估计
Fig. 4 The x-direction velocity estimation of the moving object

图 5摇 运动目标在 y 方向上的速度估计
Fig. 5 The y-direction position estimation of the moving object
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图 6 ~ 8 分别表示 EKF、UKF、CKF 及相应的

RTS 平滑算法对运动目标的轨迹跟踪,不难看出,各
种非线性滤波算法的 RTS 平滑算法对轨迹的跟踪

精度明显优于对应的非线性滤波算法本身。

图 6摇 EKF 及 RTS-EKS 运动目标轨迹跟踪
Fig. 6 The trajectory tracking of the moving object

with EKF and RTS-EKS

图 7摇 UKF 及 RTS-UKS 运动目标轨迹跟踪
Fig. 7 The trajectory tracking of the moving object

with UKF and RTS-UKS

图 8摇 CKF 及 RTS-CKS 运动目标轨迹跟踪
Fig. 8 The trajectory tracking of the moving object

with CKF and RTS-CKS

各种滤波算法及相应的平滑算法估计均方误差

如表 1 所示。

表 1摇 各种滤波算法及相应的平滑算法估计误差
Table 1 The estimation error of the filtering methods and

corresponding smoothing algorithm

跟踪算法 估计均方差

EKF 0. 1055

RTS-EKS 0. 0357

UKF 0. 1047

RTS-UKS 0. 0357

CKF 0. 1036

RTS-CKS 0. 0356

由表 1 的统计结果可以看出,UKF 的目标跟踪

精度优于 EKF ,而 CKF 的目标跟踪精度优于 UKF,
且 RTS-CKS 的目标轨迹跟踪精度也是最佳的,这
充分说明了 RTS-CKS 相比于其他两种平滑算法在

解决非线性状态的平滑估计问题时的优越性。

6摇 结摇 论

本文基于贝叶斯估计理论框架推导了非线性系

统 RTS 平滑算法,并将其与容积卡尔曼滤波相结

合,建立了容积 Rauch-Tung-Striebel 平滑器;相比

于 RTS-EKS,该平滑算法无需计算复杂的雅克比矩

阵,且没有进行一阶线性化,因此状态估计精度较

高;相比于 RTS-UKS,该平滑算法无需预先设定一

些相关参数,且在系统维数较高的条件下,估计精度

稍高,此外采样点也略有减少,因而其计算量也会相

应有所减小。 仿真结果表明,所建立的 RTS-CKS
平滑算法为解决非线性系统的状态平滑问题提供一

种切实可行的方案,且相比于 EKF、UKF 等非线性

滤波算法及其平滑算法在估计精度上具有一定的优

越性。 为了提高其工程实用性,今后需对其计算复

杂度开展进一步的研究。
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