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摘摇 要:基于交织技术,提出了三类二元及四元完备序列和序列偶的构造方法。 分别利用二元完备

序列、二元完备互补序列对和二元完备序列偶作为初始序列,通过合理设计带符号移位序列,基于交

织获得了不同的二元及四元完备序列和序列偶。 这些构造方法均可不断递归地进行,从而获得更多

具有新参数的完备序列及完备序列偶。 该方法通过引入带符号的移位序列,在一定程度上改善了目

标序列的相关性能,为序列的构造提供了新的思路。
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Abstract:Based on interleaving technique,three constructions of binary and quaternary perfect sequences
are presented. By relatively employing binary perfect sequence,binary complete complementary sequence
mate and binary perfect sequence pair,through properly designing signed shift sequence,various binary and
quaternary perfect sequences and sequence pairs are generated based on interleaving. These constructions
can be recursively processed to achieve more perfect sequences and perfect sequence pairs with novel pa鄄
rameters. By introducing singed shift sequence,correlation performance of the resultant sequence is im鄄
proved in a certain extent,which offers a new approach of sequence construction.
Key words:sequence construction;perfect sequence;complementary sequence;sequence pair;interleaving
technique

1摇 引摇 言

二元 相 移 键 控 ( Binary Phase Shift Keying,

BPSK)和四元相移键控(Quaternary Phase Shift Ke鄄

ying,QPSK)调制在通信系统中得到广泛应用,研究
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具有优良相关特性的二元及四元序列具有重要的意

义。 零相关区(Zero Correlation Zone,ZCZ)序列是一

类适合准同步码分多址(Quasi Synchronous Code Di鄄
vision Multiple Address,QS -CDMA) 通信系统的好

码,能够克服传统 CDMA 要求完全同步的缺点并能

获得较大的容量。 交织方法是一种构造 ZCZ 序列

集的有效手段,包括序列自交织和序列间交织两种

情况。 文献[1-2]提出几类利用最佳序列构造最优

或接近最优性的 ZCZ 序列集的方法,文献[3]基于

交织构造了具有零碰撞区的跳频序列,这些构造方

法的核心是移位序列的构造。 ZCZ 序列应用的前提

是系统已经同步或者接近同步[4-5],而完备序列因

其不受零相关区的限制使其在定位、同步中具有重

要的应用价值。 不同于二元完备序列受数量和长度

的严格限制,四元完备序列和二元、四元完备序列偶

等可以有较多的数量和灵活的长度。
移位序列是交织构造方法的核心,相对于传统

的交织方法,本文提出将移位序列引入符号并进行

交织的方法。 基于提出的带符号移位序列和交织技

术,通过对不同参数条件下设计合理的带符号移位

序列,构造了三类完备二元及四元序列及序列偶。
本文提出的方法还可以不断递归,每次递归运算将

序列长度扩大 2 倍,从而能够获得更多不同长度的

完备序列。

2摇 基本定义与定理

定义 1摇 设 a = (a0,a1,…,aL -1)是周期为 L 的

序列,其周期自相关函数(Auto Correlation Function,
ACF)定义为

Ra,b ( )t =移
L-1

i=0
aib*

i+( )t mod L (1)

定义 2 摇 设 a 是周期为 L 的序列,如果 a 的

ACF 满足式(2),则称其为完备序列。

Ra ( )t =
C>0, t=0
0,{ otherwise

(2)

定义 3摇 设由 N 个周期为 L 的序列 a0,a1,…,
aN -1得到周期为 NL 的序列 b= I(a0,a1,…,aN -1),其
中 b jN+i = ai,j,则称 I(a0,a1,…,aN -1)为序列 a0,a1,
…,aN -1的交织运算。

定义 4摇 设 a 是周期为 L 的序列,e=(e0 ,e1,…,
eN -1)是周期为 N 的移位序列,且-L+1臆ei臆L-1,称
e 为有符号移位序列。 定义 a 关于 ei的有符号移位

为 LSei
( )a = sign e( )i · Labs e( )i

( )a 。 特 别 地, 令

LS-0(a)= -a。 其中,Lx(a) = (ax,ax +1,…,aL -1,a0,
…,ax -1),表示序列 a 左移 x 位后的序列,sign(x)表
示取 x 的符号,abs(x)表示取 x 的绝对值。

引理 1[6] 摇 设 a 是两个周期 L 的序列,移位序

列 e=(e0 ,e1,…,eN -1),且 ei逸0。 定义交织序列 u 为

u= I Le0
( )a ,Le1

( )a ,…,LeN-1
( )( )a (3)

令 子=N子1+子2,0臆子2<N,则序列 u 的 ACF 满足

摇 摇 Ru ( )子 = 移
N-子2-1

i=0
Ra ei+子2-ei+子( )1 +

移
N-1

i=N-子2
Ra ei+子2-N-ei+子1( )+1 (4)

定理 1摇 设 x、y 是两个周期为 L 的序列,令两

个周期为 2L 的序列 z0 = I(x,y),z1 = I(x,-y),则 z0,
z1的 ACF 满足

摇 摇 摇

Rz0,z0 2( )子 =Rx,x ( )子 +Ry,y ( )子

Rz0,z0 2子( )+1 =Rx,y ( )子 +Ry,x 子( )+1

Rz1,z1 2( )子 =Rx,x ( )子 +Ry,y ( )子

Rz1,z1 2子( )+1 = -Rx,y ( )子 -Ry,x 子( )+1

(5)

证明摇 在相对移位为 2子+1 时,序列 z1的自相关

函数满足

Rz1,z1 2子( )+1 = 移
2L-1

i=0
z1,iz1,i+2子+1 =

移
L-1

j=0
z1,2jz1,2j+2子+1+移

L-1

j=0
z1,2j+1 z1,2j+1+2子+1 =

移
L-1

j=0
x j -y j+( )子 +移

L-1

j=0
-y( )j x j+1+子 =

-Rx,y ( )子 -Ry,x 子( )+1 (6)
式(5)证明了序列 z1 在相对移位为 2子 +1 时

ACF 的性质,式(4)的其余部分证明过程与此类似。
证毕。

3摇 构造方法

3. 1摇 由二元完备序列构造四元完备序列

基于二元完备序列 a= (+++-),本节给出两种

运用带符号移位序列和交织技术构造四元完备序列

的方法。
3. 1. 1摇 方法 1 的构造步骤

(1)当 i=0 时,利用二元完备序列 a = (+++-)
构造四元序列 b0 = b0

I + jb0
Q,其中 b0

I = I a,( )a ,b0
Q =

I a,-( )a 。
(2)当 i>0 时,通过递归不断生成 bi = bi

I+jbi
Q,其

中 bi
I = I bi-1

I ,bi-1( )Q ,bi
Q = I bi-1

I ,-bi-1( )Q 。
定理 2摇 方法 1 构造生成的 bi = bi

I +jbi
Q 为四元
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完备序列。
证明摇 根据完备序列的性质和定理 1 可得 b0的

ACF 满足

摇 摇 摇 Rb0 ( )t =Rb0I
( )t +Rb0Q

( )t =
4Ra ( )子 ,t=2子
0,t=2子{ +1

=

16,t=0
0,{ otherwise

(7)

第 i 步,bi的 ACF 满足

摇 摇 摇 Rbi ( )t =RbiI
( )t +RbiQ

( )t =
2Rbi-1 ( )子 ,t=2子
0,t=2子{ +1

(8)

可以由式(7)、(8)综合得到

摇 摇 摇 Rbi ( )t =RbiI
( )t +RbiQ

( )t =
2 i+4,t=0
0,{ otherwise

(9)

由定义 2,序列 bi为四元完备序列。 证毕。
3. 1. 2摇 方法 2 的构造步骤

(1)当 i = 0 时,利用 4 个带符号移位序列 es =
{(-0 1 2 3),(0 -1 2 3),(0 1 -2 3),(0 1 2 -3)},
由二元完备序列 a = (+++-)经过交织分别生成 16
位四元序列 b0,b1,b2,b( )3 。 从 b0,b( )3 、 b1,b( )2 中

任取一个分别作为四元序列的 I、Q 两路序列。
(2)当 i>0 时,通过递归不断生成 bi = bi

I+jbi
Q,其

中 bi
I = I bi-1

I ,bi-1( )Q ,bi
Q = I bi-1

I ,-bi-1( )Q 。
定理 3摇 方法 2 构造生成的 bi = bi

I +jbi
Q 为四元

完备序列。
证明摇 设序列 a 经过 e = (0 1 2 3)后生成的序

列为 b = I a,L1 ( )a ,L2 ( )a ,L3 ( )( )b 。 根据引理 1 可

知序列 b 的 ACF 为

Rb ( )子 = N-子( )2 Ra 子2+子( )1 +子2Ra 子2-N+子1( )+1
由 a 为完备序列可知当 子1+子( )2 mod N=0 时Rb ( )子 =
N-子( )2 Ra ( )0 ,在 子1+子2-N( )+1 modN = 0 时 Rb ( )子 =

子2Ra ( )0 ,其余情况始终有 Rb ( )子 =0,其 ACF 分布为

Rb ( )子 =

16,子=0
12,子=3,13
8,子=6,10
4,子=7,9
0,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï otherwise

(10)

假设移位序列的负号在第 k 位元素,则根据引

理 1 和定义 2 可知序列 a 交织后受负号影响的位置

必须满足

子2+子( )1 mod N=0 and
i= k or i+子( )2 mod N=( )k (11a)
子2+子1( )+1 mod N=0 and

i= k or i+子2-( )N mod N=( )k (11b)
如果式(11)有 x 个解,则第 k 个序列的 ACF 为

Rbk
( )子 =Rb ( )子 -2xRa ( )子 。 易知,当 子 mod N屹0 时,

4 个序列的 ACF 相互关系为 Rb0
( )子 = Rb3

( )子 =
-Rb1

( )子 = -Rb2
( )子 。

序列 b0,b( )3 和 b1,b( )2 在非 0 点延迟处的相关

值符号相反,所以组成的四元序列的 ACF 除 0 点外

始终为 0,即 b 为完备四元序列(2)的证明类似于方

法 1。 证毕。

3. 2摇 由二元完备互补序列对构造四元完备序列

基于二元完备互补序列对,本小节给出一种运

用带符号移位序列和交织技术构造四元完备序列的

方法。
(1)令二元完备互补序列对表示为(bI,bQ),当

i=0 时,将 bI、bQ分别作为四元序列的 I、Q 两路,构
造 b0 = b0

I +jb0
Q = bI+jbQ。

(2)当 i>0 时,通过递归不断生成 bi = bi
I+jbi

Q,其
中 bi

I = I bi-1
I ,bi-1( )Q ,bi+1

Q = I bi-1
I ,-bi-1( )Q 。

定理 4摇 该方法构造生成的 bi = bi
I +jbi

Q 为四元

完备序列。
证明摇 根据完备互补序列的定义可知,完备互

补序列的两个子序列分别作为四元序列的 I、Q 两路

即可构成四元完备序列。 (2)的证明类似于定理 2。
证毕。

3. 3摇 二元及四元完备序列偶构造方法

基于二元完备序列偶,本小节给出运用带符号

移位序列和交织技术构造二元及四元完备序列偶的

方法。
3. 3. 1摇 二元完备序列偶的构造方法

对于周期为 L 的二元完备序列偶 a = {ax,ay},
且 gcd(L,4) = 1,选取移位序列 e = ( e0,e1,e2,e3 ),
ei = 依i / 4modL,交织生成序列偶 c= cx,c{ }y ,

cx = I ax,L1 a( )x ,L2 a( )x ,L3 a( )( )x ,
cy = I ay,L1 a( )y ,L2 a( )y ,L3 a( )( )y 。

其中,gcd(x,y)表示 x 和 y 的最大公约数。
定理 5 摇 当且仅当 e 中存在一位负数时,序列

偶 c 为二元完备序列偶。
证明摇 假设 e 中不存在负号时交织后得到序列

偶为 b,其 ACF 满足

·1431·

第 47 卷 李明阳,彭卫东,柏鹏,等:基于交织的二元及四元完备序列和序列偶的构造方法 第 10 期



摇 摇 摇 Rb ( )子 = 移
N-子2-1

i=0
Ra ei+子2-ei+子( )1 +

移
N-1

N-子2
Ra ei+子2-N-ei+子1( )+1 (12)

将 ei =( i / 4)modL 代入到式(12)可得 Rb ( )子 =

移
N-1

i=0
Ra 子 /( )4 mod( )[ ]L 。 当 0 < t臆 L - 1 时, 应 为

gcd(4,L)= 1,故 子 / 4屹0,此时 Rb(子)= 0;当 子=0 时,

Rb ( )0 =移
N-1

i=0
Ra ( )0 =4Ra ( )0 。

由于 gcd(4,L) = 1,所以对于任意 m Î{0,1,
…,N-1}有(mL / 4)modL = 0。 故当 子 =mL 时,周期

相关函数 Rb ( )mL = 4Ra ( )0 ,当 0臆子屹mL臆4L-1
时, 有 ( 子 / 4 ) modL 屹 0, 从 而 得 到 Rb ( )子 =
NRa 子 /( )4 mod( )L =0。 所以 Rb(子)的值满足

Rb ( )子 =
4Ra ( )0 ,子=mL
0,{ otherwise

(13)

当 子= 0 时,序列 c 的周期相关函数值 Rc(0)=
4Ra(0)。 当且仅当 e 中存在一位负数时,根据定理

4,当 子屹0 时,如果 4 | 子, 则 Rc =Rb。 其他情况,假设

ei<0,子=4子1+子2,则可知

摇 摇 Rc ( )子 =移
3

i=0
Ra

子
4 modæ

è
ç

ö

ø
÷L -

4移
L-1

j=0
ax, i

4 modL+jay,
i+子2( )4

modL+j+子1-

4移
L-1

j=0
ax, i

4 modL+jay, i+子( )4 modL+j =0 (14)

序列偶 c 的 ACF 满足

Rc ( )子 =
4Ra ( )0 ,子=0
0,{ otherwise

(15)

由式(15)知 c 为二元完备序列偶。 证毕。
3. 3. 2摇 四元完备序列偶的构造方法

(1)当 i=0 时,利用定理 5 生成的二元完备序

列偶 c 构造新的序列偶 d0 = d0
Ix,d

0
Q{ }
x

,其中,d0
Ix =

I cx,c( )x , d0
Qx

= I cx,-c( )x , d0
Iy = I cy,c( )y , d0

Qy
=

I cy,-c( )y 。
(2)当 i>0 时,通过递归不断生成四元序列偶

di = di
x,d{ }iy ,di

x = di
Ix +jd

i
Qx
,di

y = di
Iy +jd

i
Qy
。 其中,di

Ix =

I di-1
Ix ,di-1

Q( )
x

,di
Qx

= I di-1
Ix ,-di-1

Q( )
x

, di
Iy = I di-1

Iy ,di-1
Q( )
y

,

di
Qy
= I di-1

Iy ,-di-1
Q( )
y

。

定理 6 摇 该方法构造生成的 di 为四元完备序

列偶。
证明摇 四元序列偶 d0 = d0

x,d0{ }y 的 ACF 满足

摇 摇 Rd0 ( )t =Rd0Ixd
0Iy

( )t +Rd0Qxd
0Qy

( )t =

2RcIxcIy
( )子 +2RcQxcQy

( )子 ,t=2子

0,t=2子{ +1
(16)

由 c 为二元完备序列偶可知

Rd0 ( )t =
16Ra ( )0 ,t=0
0,{ otherwise

,

所以 d0为四元完备序列偶,(2)的证明类似于定理

2。 证毕。

4摇 构造实例

例 1摇 对于二元完备序列 a = (+++-),当 i = 0
时按照定理 2 生成四元序列 b0 = b0

I +jb0
Q,其中 b0

I =
( )++++++-- ,a0

Q ( )= +-+-+--+ ,四元序列 b0 的

ACF 为 Ra0 = 16, ( )( )0 7 ,b0为四元完备序列。 其中,
0(x)表示连续 x 个 0 的向量。

当 i=1 时,按照定理 2 生成四元序列 b1 = b1
I +

jb1
Q,其中 b1

I =(+++-+++-+++----+),b1
Q = (+-++

+-+++-++-+--)。
四元序列 b1 的 ACF 为 Rb1 = 32, ( )( )0 15 ,b1 也

为四元完备序列。
例 2摇 对于二元完备序列 a = (+++-),当 i = 0

时,按照定理 3 生成四元序列 b0 = b0
I +jb0

Q,其中 b0
I =

(+-+-+--+++++--++),b0
Q =(++++++--+-+--+

+-)。
四元序列 b0的 ACF 为 Rb0 = 32, ( )( )0 15 ,所以

b0为四元完备序列。
例 3摇 对于二元互补序列对 bI = (------+-+

+),bQ =(---+-+--++),当 i = 1 时,依据定理 4 生

成四元序列 b1 = b1
I +jb1

Q,其中 b1
I = (-------+---+

+---++++),b1
Q =(-+-+-+---+--++-++-+-)。

四元序列 b1的 ACF 为 Rb1 = 40, ( )( )0 20 ,所以

b1为四元完备序列。
例 4摇 根据文献[7]选择二元完备序列偶

ax =(-+-+--++-+++---),ay = (-0-0--00-000-
--)。 依据定理 5,选择 e= (0,-4,8,12),生成二元

序列偶

c0x =(-+--+++---+-+-+--+-+----+--++----
++-++-+++++++-----+-+++--+++),b0

y = (-+-
-0+0--00-000--+-0-0--00-000---+0-0+-00+
000+---0-10-+00-000)。

二元序列偶 c0 的 ACF 为 Rc0 = 32, ( )( )0 59 ,所
以 c0 为完备序列偶。
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当 i = 0 时,依据定理 5 生成四元序列偶 d0 =
d0
x,d0{ }y ,d0

x =d0
Ix+jd

0
Qx
,v0y = d0

Iy+jd
0
Qy
,其中 d0

Ix = (--++

--++----++++--++++++------),d0
Qx
= (-++-

-++--+-++-+--++-+-+--+-+-+),d0
Iy = (--00-

-00----0000--000000------),d0
Qy
=(-+00-+00

-+-+0000-+000000-+-+-+)。
四元序列偶 d0 的 ACF 为 Rd0 = 32, ( )( )0 29 ,所

以 d0 也为完备序列偶。

5摇 结束语

本文将移位序列中引入符号,并基于交织技术

和带符号移位序列提出 3 种二元及四元完备序列、
序列偶的构造方法。 带符号移位交织相对于无符号

移位交织使目标序列具有更好的相关特性,为交织

构造方法提供了新的思路。 该构造方法能够持续递

推获得不同的参数,可以满足多方面不同的需求。
二元及四元完备序列可以广泛应用于测距、定位等

领域,具有一定的理论和实际意义。 带符号移位交

织作为交织技术的一种改进,还可以和零相关区序

列集以及互补序列集相结合并有望获得性能更优的

序列集。
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