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基于 Householder 变换的正交 PSWF 脉冲设计*

张摇 榛**,王红星,赵志勇,张摇 磊,刘锡国,张晨亮

(海军航空工程学院 电子工程系,山东 烟台 264001)

摘摇 要:传统的 Schmidt 方法对椭圆球面波函数(PSWF)脉冲组进行正交化时,脉冲组的最大互相关

值受脉冲个数的影响,同时还存在计算复杂度高的问题。 针对上述问题,提出了基于 Householder 变

换的正交化方法,通过将 PSWF 脉冲离散化,再依次对各离散的 PSWF 脉冲进行 Householder 变换,
实现了对 PSWF 脉冲组进行 QR 分解,并得到新的正交 PSWF 脉冲组。 仿真结果表明,与传统

Schmidt 方法相比,基于 Householder 变换的正交化方法使得脉冲组的最大互相关值从 10-4 降低到

10-11,改善了脉冲组的正交性能,突破了脉冲组在脉冲个数的限制,并降低了计算复杂度,同时能够

保持 PSWF 脉冲带内能量集中度高的优势。
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Design of Orthogonal Pulse for Prolate Spheroidal Wave
Function Based on Householder Transformation

ZHANG Zhen,WANG Hong-xing,ZHAO Zhi-yong,ZHANG Lei,LIU Xi-guo,ZHANG Chen-liang
(Department of Electronic and Information Engineering,Naval Aeronautical and Astronautical University,Yantai 264001,China)

Abstract:In using traditional Schmidt method in the orthogonalization of the Prolate Spheroidal Wave
Function (PSWF) pulses set, the maximum cross-correlation value of the pulses set is under the influence
of pulse number, and this method has a high computational complexity. To solve the problems above, an
orthogonalization method based on Householder transformation is presented. The QR decomposition is real鄄
ized through discretizing the pulses set and Householder transformation for the discrete pulse, then the new
PSWF orthogonalization pulses set is obtained. Simulation results show that comparing with Schmidt meth鄄
od, the orthogonalization method based on Householder transformation makes the max correlation value re鄄
duced from 10-4 to 10-11 and is not restricted to the pulse number, reduces the computational complexity,
while maintaining the advantage of high energy concentration.
Key words: nonsinusoidal wave communication; orthogonal pulse; prolate spheroidal wave function
(PSWF);Householder transformation

1摇 引摇 言

椭圆球面波函数(Prolate Spheroidal Wave Func鄄
tion, PSWF) [1-2] 最早由美国贝尔实验室的 Slepian
等人发现,其在时域和频域都具有最佳的能量集中

度,并具有双正交特性和频谱灵活可控性等优良特

性,已在通信领域中广泛应用。 CDMA 系统利用

PSWF 脉冲的双正交特性实现码片波形设计[3-5];超
宽带系统利用 PSWF 脉冲频谱灵活可控的优点实现
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脉冲波形设计[6-8];认知无线电系统中也利用 PSWF
脉冲频谱灵活可控实现自适应波形设计[9-11]。

为了使 PSWF 系统的频带利用率得到进一步提

高,文献[12]提出了非正弦时域正交调制方法,使
得系统频带利用率可迅速接近2 b / s·Hz-1 [12]。 其

核心思想是采用时域相互叠加、频谱相互交叠的多

路并行 PSWF 脉冲组来传输信息,以减小信息传输

带宽,提高频带利用率。 但频谱的相互交叠会造成

脉冲的正交性能被破坏,因此需要对脉冲组进行正

交化处理,以保证脉冲组具有良好的正交性能,从而

保证在解调过程中能够实现对正交 PSWF 脉冲信号

的良好分离。
对于 PSWF 脉冲组的正交化,目前使用的是传

统的 Schmidt 正交化方法[12]。 Schmidt 正交化方法

计算方便,但其要求各脉冲之间必须是不相关的。
另外,Schmidt 正交化方法需要进行大量的内积和范

数运算,数值性能较差,随着脉冲个数的增加,算法

的舍入误差逐渐变大,正交化后脉冲组的正交性能

急剧变差。
根据目前掌握的资料,对于脉冲组的正交化问

题,除了传统的 Schmidt 方法外,超宽带系统也使用

了其他正交化方法[13-14],如半正定规划方法[13]、组
合优化方法[14] 等。 这些方法都是针对有具体表达

式的固定脉冲形式,而 PSWF 脉冲没有具体的解析

式,只有离散数值解,因而这些正交化方法对 PSWF
脉冲组并不适用。 因此,对于并行路数较多的情况,
有必要寻找一种更为有效的正交化方法来实现脉冲

组的正交化,以保证脉冲具有良好的正交性能。
如何找到数值性能更好的正交化方法,并设计

出正交性能更好的 PSWF 脉冲组是本文研究的着眼

点和目标。 在文献[15]的基础上,本文提出了基于

Householder 变换的 PSWF 正交脉冲设计方法:首先

将求得的 PSWF 脉冲的离散数值解存储于脉冲矩阵

中,再依次对各离散 PSWF 脉冲进行 Householder 变
换,进而实现了对 PSWF 脉冲矩阵的 QR 分解,并得

到新的正交 PSWF 脉冲组。 新算法只是对原脉冲矩

阵进行酉变换,涉及的内积和范数运算较少,因此舍

入误差较小,算法的数值性能更加稳定可靠。 仿真

结果表明,与传统的 Schmidt 正交化方法相比,基于

Householder 变换的正交化方法无论在脉冲正交性

能的稳定性还是计算的复杂度方面都有明显的优

势,同时能够保持脉冲组具有高带内能量集中度的

特点。

2摇 基于 Householder 变换的 PSWF 脉冲组

正交化算法

摇 摇 为了便于与文献[15]的方法得到的脉冲组的

性能进行比较,现按照文献[15]的思路构建脉冲

组。 首先按照文献[15]的方法,划分子频段,并确

定脉冲数目 N ,如图 1 所示。

图 1摇 波道划分示意图(子波道交叠 50% )
Fig. 1 Schematic diagram of channel division

(sub-channal overlopped at 50% )

然后在各子频段构建特性函数,再求解积分

方程

姿鬃[n] = 移
N/ 2

m = -N / 2
鬃[m]·h[n - m],n = - N / 2,…,N / 2

(1)
得到一组特征值,选取前 m 个最大特征值并求其所

对应的特征函数,即椭圆球面波(PSWF)脉冲

鬃k,m = 鬃k,1( t),鬃k,2( t),…,鬃k,m( t[ ]) (2)
其中,鬃k,i( t)( i=1,2,…,m)表示第 k 个子频段的第

i 个脉冲。 这样就得到了 k 组椭圆球面波(PSWF)
脉冲

鬃=[鬃1,m,鬃2,m,…,鬃k,m] =[鬃1,鬃2,…,鬃N] (3)
其中,鬃j,m( j=1,2,…,k)表示由第 k 个子频段由 m
个 PSWF 脉冲组成的脉冲组。

最后再对各离散的 PSWF 脉冲进行 Householder
变换,实现 PSWF 脉冲矩阵的 QR 分解,从 PSWF 脉

冲组 鬃 转换为时域正交脉冲组 鬃0。
对离散的 PSWF 矩阵进行 Householder 变换的

步骤如下。
假设求得的 N 个频谱相互交叠的 PSWF 脉冲

鬃i( t)够成 PSWF 脉冲组 鬃,每个脉冲 鬃i( t)的采样

值为 M,这样第 i 个脉冲就可以用鬃i(n) ( n = 1,2,
…,M)表示,把该 PSWF 脉冲的 M 个采样值存储在

·3541·

第 53 卷 张榛,王红星,赵志勇,等:基于 Householder 变换的正交 PSWF 脉冲设计 第 11 期



向量 鬃i 中,即
鬃i =[a1i,a2i,…,aMi] T (4)

其中, a ji 表示第 i 个脉冲的第 j 个采样点值。
这样,PSWF 脉冲组就可以由一个 M 伊 N(M >

N) 的矩阵 鬃 表示出来,即

鬃=

a11 a12 … a1N

a21 a22 … a2N

左 左 左 左
aM1 aM2 … a

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

MN

(5)

然后对脉冲矩阵 鬃 中的每一个 PSWF 脉冲的

对角线元素及其以下的元素进行 Householder 变换,
可将对角线以下的元素变换为 0,即
Hi鬃i(M)= Hi ai1 ai2 … a[ ]iM

T =

a忆i1 a忆i2 … a忆ii 0 …[ ]0 T (6)
其中,Hi 表示第 i 次 Householder 变换, a忆ij(1 臆 j 臆
i) 为变换后的元素。

这样,依次经过 N 次 Householder 变换,可将

PSWF 脉冲矩阵 鬃 变换成一个上三角矩阵,即

HNHN-1…H1鬃=

a忆11 a忆12 … a忆1N
0 a忆22 … a忆2N

0 埙 左
左 左 埙 a忆NN
0 0 …

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú0

=
Ré

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú0

(7)

令 Q=H1H2…HN,则 鬃=QR,而 Q 就是矩阵 鬃
的一组正交基,其每一列即为新的正交脉冲鬃0

i(M)。
由 Householder 变换的性质 HTH= I,可知

QTQ=(H1H2…HN) T(H1H2…HN)=
HT

N…HT
2HT

1H1H2…HN = I (8)
即

移
N

i = 1
鬃0

i(M)鬃0
j (M) = 啄, i = j

0, i 屹{ j
(9)

这就证明了新的 PSWF 脉冲组的正交性。
因此,基于 Householder 变换的方法得到的新脉

冲是相互正交的,从而实现了 N 个频谱交叠的

PSWF 脉冲的正交化。 再对新得到的正交 PSWF 脉

冲做归一化处理,便得到规范的正交 PSWF 脉冲组。
上述基于 Householder 变换的 PSWF 脉冲组正

交化方法涉及的内积和范数运算较少,因此其舍入

误差较小,算法的数值性能较好;而且新方法没有要

求脉冲之间必须是非线性的,因而不受脉冲组的相

关性的影响,比 Schmidt 正交化方法有更广阔的应

用空间。

3摇 数值仿真与性能分析

为了验证上述理论分析,并分析基于 House鄄
holder 变换的正交化方法的性能,下面通过数值仿

真的方法,从正交性能、脉冲组频域能量集中度和计

算复杂度 3 个方面对该正交化方法进行分析,并与

传统的 Schmidt 方法作比较。

3. 1摇 正交性能分析

这里以正交化后脉冲组的最大互相关值作为检

验脉冲组正交性能的数值指标。 首先分析基带

PSWF 脉冲组的正交性能。 选取的时宽为0. 01 s,频
谱范围为0 Hz ~ 1. 4 kHz,划分为 6 个频带,子频带

带宽为0. 4 kHz的情况下,脉冲数目取 4 ~ 29 时,分
别使用 Schmidt 方法和基于 Householder 变换的正交

化方法对脉冲组正交化,得到的最大互相关值与脉

冲个数的关系如图 2 所示。

图 2摇 基带 PSWF 脉冲组最大互相关值与脉冲个数关系
Fig. 2 Relationship between max cross-correlation of pulses

and pulse number of baseband PSWF pulses

图 2 中曲线上的点代表不同脉冲个数时脉冲组

互相关矩阵的最大值。 从图 2 中可以发现,在对基

带 PSWF 脉冲进行正交化的过程中,当脉冲个数 N
< 16 时,Schmidt 正交化方法和基于 Householder 变
换的正交化方法得到的脉冲组的最大互相关值均在

10 -10 左右,可以认为不同脉冲之间具有良好的正交

性能;当脉冲个数 N > 16 时,Schmidt 正交化方法得

到的脉冲组的最大互相关值急剧变大,脉冲组的正

交性能迅速下降,而基于 Householder 变换的正交化

方法得到的脉冲组的最大互相关值始终比较稳定,
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一直维持在10-10左右,脉冲组的正交性能较好。
在脉冲个数为 29 时,这两种方法得到的正交

PSWF 脉冲组的互相关矩阵的动态范围如表 1 示。

表 1摇 基带正交 PSWF 脉冲组的互相关值动态范围
Table 1 Dynamic range of cross-correlation of

baseband PSWF orthogonal pulses

方法 最小互相关值 最大互相关值

Schmidt 方法 3. 047 5伊10-12 2. 392 7伊10-5

Householder 变换 5. 152 3伊10-12 3. 054 0伊10-10

从表 1 中可以看出,对于基带 PSWF 脉冲组,用
Schmidt 正交化方法得到的脉冲组的互相关值的变

化范围较大,达到 8 个数量级,算法的数值稳定性较

差,脉冲组的正交性能不很理想;而基于 Household鄄
er 变换的正交化方法得到的脉冲组的互相关值的

变化范围不大,且都在10-10以下,算法的数值稳定性

较好,脉冲组的正交性能较好。
再分析带通 PSWF 脉冲组的正交性能。 在时宽

为0. 01 s、频谱范围为 10 ~ 13. 2 kHz、划分为 10 个

子频带、子频带带宽为0. 4 kHz的情况下,脉冲数目

取 4 ~ 48 时,分别使用两种方法对脉冲组正交化,得
到的最大互相关值与脉冲个数的关系如图 3 所示。

图 3摇 带通 PSWF 脉冲组最大互相关值与脉冲个数关系
Fig. 3 Relationship between max cross-correlation of pulses

and pulse number of bandpass PSWF pulses

同样,图 3 中曲线上的点代表不同脉冲个数时

脉冲组互相关矩阵的最大值。 根据图 3,当脉冲个

数小于 23 时,基于 Householder 变换的正交化方法

的脉冲的最大互相关值稍大于 Schmidt 方法的最大

互相关值,但此时两种方法的最大互相关值均小于

10-11,可以认为脉冲组的正交性能良好;当脉冲个数

大于 25 时,Schmidt 方法得到的脉冲组的最大互相

关值急剧变大,脉冲组的正交性能也迅速变差,而基

于 Householder 变换的正交化方法得到的脉冲组的

最大互相关值一直保持在10-11以下,脉冲组具有较

好的正交性能。
在脉冲个数为 48 时,这两种方法得到的正交

PSWF 脉冲组的互相关矩阵的动态范围如表 2 所示。

表 2摇 带通正交 PSWF 脉冲组的互相关值动态范围
Table 2 Dynamic range of cross-correlation of

bandpass PSWF orthogonal pulses

方法 最小互相关值 最大互相关值

Schmidt 方法 5. 957 8伊10-14 1. 036 6伊10-4

Householder 变换 6. 037 0伊10-13 1. 985 0伊10-11

从表 2 中可以看出,对于带通 PSWF 脉冲组,
Schmidt 方法得到的脉冲组的互相关值的变化范围

较大,达到 11 个数量级,算法的数值稳定性较差,脉
冲组的正交性能不很理想;而基于 Householder 变换

的正交化方法得到的脉冲组的互相关值的变化范围

不大,且都在10-11以下,算法的数值稳定性较好,脉
冲组的正交性能较为理想。

可见,无论是对基带 PSWF 脉冲还是对带通

PSWF 脉冲进行正交化,基于 Householder 变换的正

交化方法得到的正交脉冲组的正交性能不随脉冲数

目的增多而变化,算法的数值稳定性较好,得到的脉

冲的正交性能较为理想,突破了 Schmidt 正交化方

法的脉冲组正交性能受脉冲个数的限制,能够满足

高速数字通信对较多脉冲个数的要求。

3. 2摇 脉冲组功率谱特性分析

新算法只是对原 PSWF 脉冲矩阵进行酉变换,
而酉变换能够保持脉冲的范数不变,因此正交化过

程不对脉冲组的功率谱特性产生太大影响,即正交

化后脉冲仍具有较高的带内能量集中度。 为进一步

分析两种正交化方法对脉冲带内能量集中度的影

响,下面通过仿真的方法分析正交化前后的功率谱

特性。
在时间带宽积为 10、频谱范围为 1 ~ 1. 18 kHz、

划分为频谱相互交叠为 50%的 4 个子频带、每个子

频带内取 4 个脉冲时,应用两种正交化方法对

PSWF 脉冲组进行正交化后,所有脉冲叠加后的功

率谱如图 4 所示。
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(a)正交化前功率谱

(b)Schmidt 正交化后功率谱

(c)Householder 变换后功率谱

图 4摇 PSWF 脉冲组的归一化功率谱
Fig. 4 Normalization power spectrum of PSWF pulses

从图 4 中可以发现,无论是用 Schmidt 正交化

方法还是用基于 Householder 变换的正交化方法来

实现脉冲组的正交化,正交化后脉冲组的频谱旁瓣

峰值功率或多或少都会变高,其能量集中度也会受

到影响。
正交化前后的能量集中度变化以及旁瓣功率的

变化如表 3 所示。
表 3摇 正交化前后功率谱特性比较

Table 3 Performance comparison of power spectrum
before and after orthogonalization

方法 能量集中度 旁瓣功率峰值 / dB
正交化前 0. 999 4 -32

Schmidt 方法 0. 997 4 -25
Householder 变换 0. 997 4 -25

摇 摇 从表 3 中可以看出,正交化过程使得 PSWF 脉

冲组的能量集中度略微下降,但能量基本集中在给

定的频段范围内;两种正交化方法得到的正交脉冲

组的能量集中度相当,可见这两种正交化方法对脉

冲的能量集中度的影响基本相同,而且正交化后旁

瓣峰值功率均在-25 dB以下,脉冲仍具有较高的带

内能量集中度。
为更准确地说明两种正交化方法对脉冲带内能

量集中度的影响,对正交化前后脉冲的带内能量集

中度进行仿真,选取的频带为3 ~ 3. 2 kHz,时间带宽

积 c 为 0. 5仔 ~ 3仔。 在 c 不同的情况下,PSWF 脉冲

组正交化前后的能量集中度如图 5 所示。

图 5摇 正交化前后不同时间带宽积对能量集中度的影响
Fig. 5 Influence of time-band product on energy concentration

before and after orthogonalization

由仿真结果可以看出,两种正交化方法得到的

曲线重合,可见采用两种正交化方法对 PSWF 脉冲

进行正交化得到的脉冲能量集中度相当。 另外,当
时间带宽积 c臆2仔 时,正交化后脉冲的能量集中度

相比于未正交化的脉冲有所降低,但能量集中度降

低的趋势随着 c 的增加而迅速减小;而当 c逸2仔 时,
正交化前后的能量集中度差别不大。

此仿真验证了上述结论,在时间带宽积为 10
时,正交化前后的脉冲能量集中度差别不大,正交化

后脉冲仍具有较高的带内能量集中度。

3. 3摇 计算复杂度分析

为了分析不同正交化方法的计算复杂度,这里

把时间复杂度作为其衡量指标,而时间复杂度的影

响因素主要是算法的运算量,因此以 FPGA 处理器

所需的运算量作为衡量这两种正交化方法的时间复

杂度的数值指标。
假设对 N 个 PSWF 脉冲进行正交化,每个脉冲

的采样点为 M ,当对这 N 个 PSWF 脉冲做 Schmidt
正交化处理时,需要乘法运算 M(N2 - N + 2) 次和
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加法运算 (MN2 - MN + 2M - 2N) / 2 次;当使用基于

Householder 变换的正交化方法对 N 个脉冲做正交

化处理时,需要乘法运算 (MN2 - N3 / 3) 次和加法运

算 (MN2 / 2 - 2N3 / 3 + MN) 次。 可见,两种正交化方

法所需的加法运算量均小于乘法运算量,因而时间

复杂度主要由乘法运算量决定,因此这里选择乘法

运算量作为两者比较时间复杂度的指标。 对于

PSWF 正交脉冲设计,脉冲的采样点数 M 远大于脉

冲的个数 N ,因此 Schmidt 正交化需要的运算量可

简化为 M(N2 - N + 2) ,基于 Householder 变换的正

交化方法的运算量可简化为 MN2。
可见,基于 Householder 变换的正交化方法的时

间复杂度要大于 Schmidt 正交方法,且这种劣势随

着采样点数和脉冲个数的增加而更加明显。 但对非

正弦调制系统而言,由于所设计的正交脉冲是直接

存储在存储器中,使用时直接调用即可,不需要重新

计算设计脉冲所需要的运算量,因而对于非正弦调

制系统,设计脉冲所需要的计算复杂度可以不考虑。

4摇 结束语

针对传统 Schmidt 方法对 PSWF 脉冲组进行正

交化时,其正交性能受到脉冲个数的限制的问题,本
文利用 Householder 变换的方法,实现了对 PSWF 脉

冲组的正交化,并设计出了正交性能更加稳定可靠

的正交 PSWF 脉冲。 相比于 Schmidt 正交化方法,
该方法突破了脉冲正交性能在脉冲个数上的限制,
能够满足高速数字通信系统对正交脉冲个数的要

求。 仿真结果表明,该方法设计的正交 PSWF 脉冲

组具有良好、稳定的正交性能,且正交化后的脉冲仍

然具有较高的能量集中度,同时在脉冲数较多的情

况下具有相对较低的实现复杂度。 本方法为 PSWF
脉冲的正交化过程提供了一种新方案,且对脉冲较

多的情况仍然适用,从而为非正弦时域正交调制方

法应用于高速通信系统提供了技术保证,具有广阔

的应用前景。
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