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一种基于压缩感知的信号重建新算法*
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摘摇 要:在求解基追踪问题的线性化 Bregman 迭代方法基础上,结合了广义逆的迭代技术得到一种

稀疏信号重构的新算法。 该算法在计算 Moore-Penrose 广义逆时,采用了迭代计算的方式,与算法本

身相结合使得仅有矩阵向量乘积运算,避免了奇异值分解的较大工作量。 通过数值试验可知,新算

法相对线性化 Bregman 算法在计算时间上约减少了 2 / 3,同时信号的恢复效果也是稳定有效的。 因

此,新算法是一种有效可行的信号重建算法。
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A New Signal Reconstruction Algorithm Based on Compressed Sensing
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Abstract:Combined with the iterative method of generalized inverse, a new algorithm for sparse signal re鄄
construction is developed based on linearized Bregman iteration for solving the basis pursuit problems. Dur鄄
ing calculating Moore-Penrose generalized inverse, the algorithm only has the matrix-vector multiplication
by iteration combined with its own,so that the singular value decomposition(SVD) is avoided. The numer鄄
ical experiments show the computation time has reduced by about 2 / 3 than that of original algorithms.
Meanwhile,the recovery of signals is stabe and effective. So this new algorithm is a feasible signal recon鄄
struction algorithm.
Key words: signal reconstruction; compress sensing; generalized inverse; linearized Bregman iteration;
sparse reconstruction

1摇 引摇 言

近年来对有关压缩感知的稀疏信号重构方面的

研究越来越受到众多学者的关注。 压缩感知是由

Donoho[1]等人提出的一种稀疏信号重构的新的信息

获取理论,在 1998 年提出的基追踪模型可以很好地

解决稀疏信号重构问题[2]。 压缩感知的很多应用

领域都涉及到基追踪问题:
min
u沂Rn

椰u椰1:Au={ }f (1)

式中,A沂Rm伊n,f沂Rm,m<n。
对于问题(1)的求解,在最近几年内得到了迅

猛的发展。 诸多的研究算法层出不穷,像内点法、梯
度投影法等,其中主要是以优化中的 Bregman 算法

的引入继而产生的一系列速度快、效果好的算法为
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主流,因其相对其他算法在速度上具有明显的优势,
使得众多研究者对此兴趣浓厚。 Bregman 算法是由

L. Bregman 在 1967 年提出的优化问题求解中的经

典方法[3],最近由 Osher[4] 等人将其引入图像恢复

的应用中得到了前所未有的好结果,提高了图像恢

复的计算效率。 随即由于 Donoho[5]、Cand佴s[6-7] 等
人在压缩感知方面的进一步工作,使更多的研究者

将其引入 l1 稀疏优化问题当中[8-9]。 随着研究的进

一步深入,Osher 等人提出了带软阈值算子的线性

化 Bregman 方法的一系列的等价形式。 由于应用范

围的扩大,A 的性质不断弱化,方程 Au= f 很难被满

足,于是得到了带有A+的线性化 Bregman 算法[10]。
2010 年,张慧等人[11] 在此基础上得到了A-的算法,
掀开了对特殊矩阵 A 的稀疏信号重构算法方面更

为细致的研究。
本文就是在这些算法研究的基础上,结合之前

在广义逆迭代方面取得的成果提出了一种新的混乱

迭代算法用以解决稀疏信号重构的问题。

2摇 预备知识

2. 1摇 广义逆

由于新算法是要结合广义逆的迭代格式,所以

在提出新算法之前给出相关的定义和引理。
定义 1[12]:设 A沂Cm伊n,若 X 满足下面性质,即

Moore-Penrose 条件:
AXA=A;摇 XAX=X

(AX)* =AX;摇 (XA)* =XA (2)
则称 X 为 A 的伪逆,也称作 Moore - Penrose 广义

逆,记作A+。
定义 2[13]:设 A,B沂Cn伊m,称

滋(A,B)= X X=AYB,Y沂Cm伊{ }n (3)
是(A,B)的值域。

引理 1[13]:设 A沂Cm伊n屹0,如果初始值V0 满足

V0沂滋(A*,A*)
籽(I-AV0)<1 (4)

式中,I 是 m伊m 单位矩阵,A* 是矩阵 A 的共轭转

置。 则由

Vq+1 =Vq+V0(I-AVq),q=1,2,… (5)
产生的序列 V{ }q q沂N收敛到A+。

2. 2摇 线性化 Bregman 迭代法

用于求解问题(1)的线性化 Bregman 算法的迭

代格式为[8]

uk+1 =arg min
u

滋Dpk
J (u,uk)+ 1

2啄椰u-(uk-啄 AT(Auk-f))椰{ }2

pk+1 =pk- 1
滋啄(u

k+1-uk)- 1
滋 AT(Auk-f

ì

î

í

ï
ï

ïï )

(6)
式中,Dpk

J (u,uk)= J(u)-J(uk)-<pk,u-uk>是 Breg鄄
man 距离,J(u) = 椰u椰1,啄 是常数,且p0 = u0 = 0,
椰·椰不明显标注即为 l2 范数。 同时,式(6)产生

的迭代序列 u{ }k k沂N是收敛到

min
u沂Rn

滋 椰u椰1+
1
2啄椰u椰2:Au={ }f (7)

的唯一解,当 滋寅¥时,即为问题(1)的极小 l2 范数解。
与之对应的带软阈值算子的迭代法[9]:

vk+1 = vk+AT( f-Auk)
uk+1 = 啄T滋(vk+1{ )

(8)

式中,u0 = v0 =0,且 T滋(·)是软阈值算子[8]。
考虑到 A 的性质,约束条件 Au= f 很难满足,文

献[8]中提出了 A 行满秩情况下的式(8)等价的AT

算法:
f k+1 = fk+f-Auk

uk+1 = 啄T滋(AT fk+1{ )
(9)

显然,式(9)计算 Au= f 的最小二乘解。 同时考虑到

A 的条件数太大的影响,得到了 A 行满秩时等价的

A+算法[8]:
fk+1 = fk+f-Auk

uk+1 = 啄T滋(A+ fk+1{ )
(10)

对于 A 是任意矩阵时,文献[11]将其推广至A-

算法。 从计算的角度,我们看到式(10)既能够得到

其最小二乘解,也充分考虑到条件数对计算稳定性

的影响,但却由于A+的存在使得计算量加大。

3摇 新算法

从上节的叙述中可知,A 为任意矩阵时,A+ 算

法(式(10))每一步的迭代计算虽然仍为矩阵向量

乘积,但A+ 本身的计算量却很大,且其所需时间也

相对较大。 因此,为了解决A+ 计算量大的问题,利
用引理 1

Vq+1 =Vq+V0(I-AVq),摇 q=1,2,…
Vq+1寅A+,q寅¥ (11)

以及考虑A+计算过程和信号恢复的细节丢失问题,
提出了下面的混乱迭代格式:

fk+1 = fk+f-Auk

yk+1 = yk+V0 fk+1-V0(Ayk)

uk+1 = 啄T滋(yk+1

ì

î

í

ï
ï

ïï )
(12)
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式中,u0 = f0 = 0,y0 = V0 f0,V0 = 琢 AT,0<琢< 2
椰A椰2。

式 ( 12 ) 产 生 的 迭 代 序 列 u{ }k k沂N 收 敛 到

min
u沂Rn

滋 椰u椰1+
1
2啄椰u椰2:Au={ }f 的唯一解,且当 滋寅

¥时,其收敛于(1)的极小 l2 范数解。
事实上,

yk+1 = yk+V0 fk+1-V0(Ayk)=
(I-V0A)yk+V0 fk+1 =
(I-V0 A) 2 yk-1+(I-V0A) fk+V0 fk+1 =…=
(I-V0 A) k+1V0 f0+…+(I-V0A) fk+V0 fk+1 (13)

即

yk+1 = (I-V0A)k+1V0,(I-V0A)k V0,…,V( )0 f0,f1,…,fk( )+1 T

(14)
考虑到式(5)等价于

Vk+1 =(I-V0A) k+1V0+(I-V0A) k V0+…+V0

(15)
从式(14)、(15)可知,方法(12)是充分考虑到

广义逆的迭代技术和使用更多步的细节信息来重建

信号,这从使用f0,f1,…,fk+1的数据中可以看出。 同

时我们还看到,计算量仍能保持仅有矩阵向量乘积

的运算,这在速度上依然保持了 Bregman 系列算法

的优势,因此我们有理由相信算法(12)的可行性。
下面我们就通过数值试验对比原来的A+ 算法和改

进后的结果来进一步验证我们的推理。

4摇 数值试验及分析

由于 Bregman 迭代系列方法取得的快速结果,
本文仅在线性 Bregman 方法的基础上进一步改进,
其结果若相对于 Bregman 系列方法都具有明显优

势,则相对经典的一些方法也就不必再加以对比。
数值试验是在 Intel(R) Core(TM)2 Duo CPU

E7200@ 2. 5GHz 2. 5GHz 1. 0GB 内存的机器上进行

的,软件 MATLAB7. 1 版本。
进行随机信号的试验,相同的初值选择u0 = f0 =

0,A沂Rm伊n,V0 =琢 AT,其参数选取采用下面两组:

(1)n = 500,m = 250,0<琢< 2
椰A椰2,琢 = 1

椰A椰2,

rank(A)= 200,k=30(稀疏信号数),滋=10,啄=0. 9;

(2) n = 5 000,m = 1 000,0 < 琢 < 2
椰A椰2, 琢 =

1
椰A椰2, rank(A) = 500,k = 50 (稀疏信号数),滋 =

10,啄=0. 9。
参数(1)和(2)是分别针对不同量级的信号设

定的。 从上面的理论讨论可知,0<啄<1,滋 取相对较

大的数,这里我们为了对比结果一致选取 10(可以

参见文献[9])。 由于采用是相对量级上的随机信

号进行的实验,所以具有一般性,算法不受实际信息

环境的影响。 实验结果也是随机的,数据分析具有

一般性,数据结果的对比状况基本一致。 其中,我们

还注意到参数 (1) 的随机实验,其矩阵条件数为

cond(A) = 2. 054330337102665e+016,而参数(2)
则达到 cond(A) = 1. 792691288210052e+ 017,由
此可见,尽管矩阵是病态的情况下,算法的恢复效果

仍然是稳定的。
图 1 和图 2 是在参数(1)条件下,绘制的原始

信号、测量信号以及两种方法分别恢复的结果;图 3
和图 4 是在参数(2)条件下,对应的上述信号的图

像。 表 1 中显示在不同参数条件下,两种算法的对

比结果。 在同一误差量级的情况下,我们可以看到

计算时间大约减少了 2 / 3,并且随着计算规模的增

加,混乱迭代算法呈现出更为明显的优势。 同时,注
意到 A 的条件数巨大,说明计算问题是病态的。 而

且rank(A)<<m<n,信号数目非常稀疏的情况下,我
们采用混乱迭代算法仍能很好地替代A+ 的计算取

得满意的结果,说明该算法的确很有竞争力,具有较

好的恢复效果。

图 1摇 原始信号和对应的测量信号(n=500,m=250)
Fig. 1 Clear and measurement signal when n=500,m=250

图 2摇 恢复信号(n=500)
Fig. 2 Restored signals when n=500
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图 3摇 原始信号和对应的测量信号(n=5 000,m=1 000)
Fig. 3 Clear and measurement signal when n=5 000,m=1 000

图 4摇 恢复信号(n=5 000)
Fig. 4 Restored signals when n=5 000

表 1摇 不同参数下两种算法的计算结果对比
Table 1 Two algorithm calculation results under

different parameters

算法
计算耗时 / s

参数(1) 参数(2)
相对误差级

参数(1) 参数(2)
A+算法 0. 392 647 33. 119 220 10-2 10-1

混沌迭代 0. 151 766 11. 901 639 10-2 10-1

5摇 结摇 论

从上面的分析中可以看到,本文提出的基于线
性化 Bregman 迭代方法和广义逆迭代技术的新算法
在求解基追踪问题时,是非常有效的。 它具有线性
化 Bregman 迭代法的全部优点,还在计算耗时和工
作量上具有较大的优势。 从理论分析可知,该方法
更多地考虑数据信息细节丢失的影响,利用更多的
数据信息,从而使稀疏信号重构的效果得以提高,是
在本质上提高重构的效果。 从数值试验的结果分析
可知,信号数据都是随机产生的,同时在试验过程中
也并未发现有任何例外的情况,因此结论具有一般
性。 下一步应可以考虑更为细微的信号的恢复情
况,进一步增强信号恢复的准确性。
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