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波形未知信号时频差参数的最大似然估计算法
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摘要：提出了波形未知确定信号时频差参数估计的最大似然算法，得出利用互模糊函数可以实现
此种信号条件下时频差参数最大似然估计的结论，推导出了闭合形式的克拉美罗下界并对比了不同
信号模型下的参数估计精度。仿真实验结果表明了估计算法和性能分析的正确性。
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１ 引言
时频差（ＴＤＯＡ ／ ＦＤＯＡ）参数估计技术因其应用

的广泛性在近几十年中得到了大量的研究。不同的
应用环境需要采用适当的时频差参数估计问题模
型［１］，从而得出相应的估计算法和性能下界。噪声
和信号是时频差参数估计问题中由应用环境直接决
定的。目前研究的噪声类型主要包括高斯白噪声、
高斯色噪声、相关噪声、冲激噪声等，在实际应用中，
不相关高斯白噪声仍然是最常见的，因此我们假设
问题模型中的噪声是不相关的高斯白噪声；信号类
型主要包括波形随机信号、波形已知信号和波形未
知信号３种，波形随机信号通常出现在主／被动声
纳、被动雷达和传输环境复杂的数字通信中；波形已
知信号通常出现在主动雷达、导航以及有前导字的

数字通信中；波形未知信号通常出现在被动雷达、被
动定位中。波形随机信号和波形已知信号的时频差
参数估计问题以及相应的性能下界已经在大量的文
献中得到了深入的研究：Ｓｔｅｉｎ［２］在频域上得出了波
形未知信号时频差参数的最大似然估计算法，但没
有分析其性能下界；而Ｙｅｒｅｄｏｒ和Ａｎｇｅｌ［３］利用离散
傅里叶变换和时频矩阵来表示两路接收信号，得出
了波形未知信号条件下时频差参数估计的Ｆｉｓｈｅｒ信
息矩阵（ＦＩＭ），但没有给出ＣＲＬＢ的闭合表达式；
Ｗｅｉｓｓ［４ － ６］分别讨论了波形随机和波形未知条件下
的被动定位问题，给出了辐射源位置矢量的估计算
法和相应的ＣＲＬＢ。

本文利用最大似然原理在时域上推导了波形未
知信号条件下时频差参数的估计算法，其最终形式与
互模糊函数峰值法一致。该算法还可同时给出其他
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未知参数（包括相对增益、相对相位偏移）和未知信号
波形采样的估计值。根据文献［２，５］的思路得出波形
未知信号条件下时频差参数估计ＣＲＬＢ的闭合表达
式，最后比较了实际参数估计算法的性能与３种信号
条件下的ＣＲＬＢ，并解释了结果的物理意义。

全文结构安排如下：第２节给出了时频差参数
估计问题的数学模型并详细讨论不同信号波形假设
条件的意义，第３节得出波形未知条件下时频差参
数的最大似然估计算法，第４节计算波形未知条件
下时频差参数估计ＣＲＬＢ的闭合表达式，第５节利
用仿真实验验证理论分析的正确性，最后一节总结
全文。

２ 问题模型
不失一般性，时频差参数估计问题中两路接收

信号的复基带表达式为
ｒ１（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｗ１（ｔ） （１）

ｒ２（ｔ）＝ ａｅｊφｅｊωｔｓ（ｔ －τ）＋ ｗ２（ｔ） （２）
其中，ｗ１（ｔ）和ｗ２（ｔ）是相互独立的高斯白噪声，其
功率谱密度分别为Ｎ１和Ｎ２；ａ表示相对增益；φ表
示相对相位偏移；τ和ω分别表示两路信号的时差
和频差，ｓ（ｔ）是波形未知的确定信号，带宽为Ｂ，观
测区间为－ Ｔ ／ ２≤ ｔ ＜ Ｔ ／ ２，且观测时间Ｔ满足
τＴ和ＢＴ１，即观测时间远大于两路信号的
时差以及信号的相干时间。如果ｗ１（ｔ）＝ ０，即第一
路信号不含噪声（这种情况发射在波形信号已知或
者可接收到理想参考信号条件下），则ｒ１（ｔ）＝ ｓ（ｔ），
此时波形未知信号时频差参数估计问题就转化为波
形已知信号时频差参数估计问题，因此后者可作为
前者的特例。

将两路接收信号离散化，设采样间隔为Ｔｓ≥
１ ／ ２Ｂ，采样点数为Ｎ，则两路接收信号的离散表达式为

ｒ１[ ]ｎ ＝ [ ]ｓ ｎ ＋ ｗ１[ ]ｎ （３）
ｒ２[ ]ｎ ＝ ａｅｊφｅｊωｎＴｓｓτ[ ]ｎ ＋ ｗ２[ ]ｎ （４）

其中，－ Ｎ ／ ２≤ ｎ ＜ Ｎ ／ ２ － １，噪声采样值序列
ｗｉ [ ]ｎ ，ｉ ＝ １，{ }２ 是相互独立的平稳随机变量，其均
值为零，方差为σ２ｉ ＝ Ｎｉ ／ Ｔｓ，两路信号采样值分别为

[ ]ｓ ｎ ＝ ｓ ｎＴ( )ｓ 、ｓτ[ ]ｎ ＝ ｓ ｎＴｓ －( )τ。定义信号和
噪声矢量：

ｒ１ ＝ ｒ１ － Ｎ ／[ ]２ ，…，ｒ１ Ｎ ／[ ]{ }２ － １ Ｔ

ｒ２ ＝ ｒ２ － Ｎ ／[ ]２ ，…，ｒ２ Ｎ ／[ ]{ }２ － １ Ｔ

ｓ ＝ ｓ － Ｎ ／[ ]２ ，…，ｓ Ｎ ／[ ]{ }２ － １
ｓτ＝ ｓτ－ Ｎ ／[ ]２ ，…，ｓτＮ ／[ ]{ }２ － １

ｗｉ ＝ ｗｉ － Ｎ ／[ ]２ ，…，ｗｉ Ｎ ／[ ]{ }２ － １

ｒ ＝ ｒＴ１ ｒＴ[ ]２ Ｔ

由ＤＦＴ的性质可知，在τ Ｔ的假设条件下
近似有ｓτ＝ ＦＨＤτＦｓ，其中Ｆ表示ＤＦＴ变换矩阵，Ｄτ
是时移矩阵，Ｄｖ是频移矩阵，其具体定义如下：

Ｆ ＝ １
槡Ｎ
ｅｘｐ － ｊ ２πＮ·ｎｎ( )Ｔ

Ｄτ＝ Ｄｉａｇ ｅｘｐ － ｊ
２π
Ｎτ·( ){ }ｎ

Ｄｖ ＝ Ｄｉａｇ ｅｘｐ ｊωＴｓ·( ){ }ｎ

ｎ ＝ － Ｎ２，…，
Ｎ
２[ ]－ １

Ｔ

因此接收信号可表示为［３］
ｒ１ ＝ ｓ ＋ ｗ１ （５）

ｒ２ ＝ ａｅｊＤｖＦＨＤτＦｓ ＋ ｗ２ （６）
定义未知参数矢量

θ＝［ａ，，τ，ω］Ｔ
ξ＝ Ｒ ｓ{ }Ｔ ，Ｉ ｓ{ }Ｔ ，θ[ ]Ｔ Ｔ

由假设条件可知ｗ１和ｗ２是独立的复循环高斯随
机矢量，因此ｒ ～ ＣＮμ，( )Λ，均值矢量μ和协方差
矩阵Λ分别为

μ＝ μ１μ[ ]
２
＝

ｓ
ａｅｊ[ ]Ｑｓ

Λ＝ Λ１ Ｏ
Ｏ Λ[ ]

２

其中两路接收信号的噪声协方差矩阵为Λ１ ＝σ２１·Ｉ
和Λ２ ＝σ２２·Ｉ，时频移矩阵Ｑ ＝ ＤｖＦＨＤτＦ满足关系式

ＱＨＱ ＝ ＱＱＨ ＝ Ｉ （７）

３ 最大似然估计算法
由上述定义可知，接收信号矢量ｒ的对数似然

函数
Ｌ（ξ）＝ ｌｎｐ ｒ( )ξ＝

１
σ２２ ａｅ

ｊφｒ２ＨＱｓ ＋ ａｅ － ｊφｓＨＱＨ ｒ２ － ａ２ ｓＨ( )ｓ ＋

１
σ２１ ｒ

Ｈ
１ ｓ ＋ ｓＨ ｒ１ － ｓＨ( )ｓ ＋ Ｃ （８）

其中，Ｃ表示与待估参数矢量无关的常数值。因此
待估参数矢量ξ的最大似然估计为

ξ^＝ ａｒｇ ｍａｘξ Ｌ（ξ） （９）
由Ｌ（ξ）
ｓ

＝ ０可得

ｓ ＝ σ２１σ２２
ａ２σ２１ ＋σ２１·

１
σ２１ ｒ１ ＋

ａｅ － ｊφ
σ２２ Ｑ

Ｈ ｒ[ ]２ （１０）
将其代入Ｌ（ξ）的表达式可得
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Ｌ１（ξ）＝ σ２１σ２２
ａ２σ２１ ＋σ２２

１
σ４１‖ ｒ１‖

２ ＋ ａ
２

σ４２‖ ｒ２‖( )２ ＋
２ａ

ａ２σ２１ ＋σ２２ ｒ１
ＨＱＨ ｒ２ ｃｏｓ（ψ－φ）＋ Ｃ１ （１１）

其中，Ｃ１是与待估参数矢量无关的值，相位ψ＝
ａｒｇ ｒ１ＨＱＨ ｒ( )２ 。最大化Ｌ ( )ξ等价于最大化
Ｌ１( )ξ，而最大化Ｌ１ ( )ξ可通过选择τ和ｖ 使
ｒ１ＨＱＨ ｒ２ 最大，然后选择相位偏移
φ＝ ａｒｇ ｒ１ＨＱＨ ｒ( )２ ，将上述估计值代入Ｌ１ ( )ξ选择
ａ使其后两项之和最大。将这些估计值代入ｓ的表
达式可以得到信号样值序列的估计。

将矩阵Ｑ的表达式代入归一化后的目标函数
可得
１
Ｎ ｒ１ＨＱＨ ｒ２ ＝

１
Ｎ ∑

Ｎ ／２－１

ｎ ＝ － Ｎ ／２
ｒ１ （ｎＴｓ）ｒ２（ｎＴｓ ＋τ）ｅ－ ｊωｎＴｓｅ－ ｊωＴｓτ＝

１
ＮＴｓ ∑

Ｎ ／２－１

ｎ ＝ － Ｎ ／２
ｒ１ （ｎＴｓ）ｒ２（ｎＴｓ ＋τ）ｅ－ ｊωｎＴｓＴｓ ＝

１
Ｔ∫

Ｔ ／２

－ Ｔ ／２
ｒ１ （ｔ）ｒ２（ｔ ＋τ）ｅ－ ｊωｔｄ ｔ ＝

ＣＡＦ（τ，ω） （１２）
其中，ＣＡＦ（τ，ω）表示两路接收信号的互模糊函数，
所以有时频差参数的最大似然估计

（^τ，^ω）ＭＬ ＝ ａｒｇ ｍａｘ（τ，ω）
ＣＡＦ（τ，ω） （１３）

因此，波形未知信号时频差参数估计可通过确
定两路接收信号互模糊函数的峰值位置来实现，这
与Ｓｔｅｉｎ［２］的结论是一致的。

４ 性能分析
ＣＲＬＢ由于其计算简单、物理意义清晰而在参数

估计领域得到了广泛的应用，它表示在一定的条件
下参数估计的方差可能达到的最小值。不同的信号
模型和先验信息会导致同一问题具有不同的ＣＲＬＢ。
文献［３］得出了波形未知信号参数矢量ζ＝［φ，τ，
ω］Ｔ的Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵为
Ｊ ＝ ２
σ２１ ＋σ２２ ／ ａ２·

ｓＨｓ － ｓＨｓ′ Ｔｓ珓ｓＨ

]

Ｎ珓ｓ

－ ｓＨｓ′ ｓ′Ｈｓ′ －Ｒ Ｔｓｓ′ＨＱＨ

]

Ｎ珓{ }ｓ

Ｔｓ珓ｓＨ

]

Ｎ珓ｓ －Ｒ Ｔｓｓ′ＨＱＨ

]

Ｎ珓{ }ｓ Ｔ２ｓ珓ｓＨ

]

Ｎ２珓











ｓ

（１４）
其中：

珓ｓ ＝ Ｑｓ （１５）
ｓ′ ＝ ２πＮＦＨ

]

ＮＦｓ （１６）

]

Ｎ ＝ Ｄｉａｇ{ }ｎ （１７）
注意，上述Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵中某些项多了系数

Ｔｓ，这是由于文献［１０］中假设了Ｔｓ ＝ １并且使用了
归一化频差，而本文没有采用这一假设导致的。

下面推导在此条件下时频差参数估计ＣＲＬＢ的
闭合表达式。定义信号能量为

Ｅｓ ＝∫
∞

－∞
ｓ（ｔ）２ｄ ｔ （１８）

两路接收信号的信噪比分别为ＳＮＲ１ ＝ Ｅｓ ／ Ｎ１ 和
ＳＮＲ２ ＝ ａ２Ｅｓ ／ Ｎ２。当观测区间趋于无穷即Ｔ→∞时
利用时频变量的定义可得

ＴｓｓＨ ｓ ＝∫
∞

－∞
ｓ（ｔ）２ｄ ｔ ＝ Ｅｓ （１９）

－ ＴｓｓＨ ｓ′ ＝ － Ｅｓ珔ω （２０）
Ｔ２ｓ珓ｓＨ

]

Ｎ珓ｓ ＝ Ｅｓ（珋ｔ ＋τ） （２１）
Ｔｓｓ′Ｈ ｓ′ ＝ Ｅｓ珔ω２ （２２）

－ Ｒ Ｔ２ｓｓ′ＨＱＨ
]

Ｎ珓{ }ｓ ＝ Ｅｓ －ωｔ －珔( )ωτ （２３）
Ｔ３ｓ珓ｓＨ

]

Ｎ２珓ｓ ＝ Ｅｓ 珋ｔ２ ＋ ２τ珋ｔ ＋τ( )２ （２４）
将上述表达式代入Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵有

Ｊ ＝
２Ｅｓ

Ｔｓσ２１ ＋ Ｔｓσ２２ ／ ａ２·Η＝
１

１
２

１
ＳＮＲ１

＋ １
ＳＮＲ( )

２

·Η＝ ＳＮＲ·Η （２５）

其中：

Η＝
１ －珔ω 珋ｔ ＋τ
－珔ω 珔ω２ －ωｔ －珔ωτ
珋ｔ ＋τ －ωｔ －珔ωτ珋ｔ２ ＋ ２τ珋ｔ ＋τ









２
（２６）

１
ＳＮＲ ＝

１
２

１
ＳＮＲ１

＋ １
ＳＮＲ( )

２
（２７）

所以Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵的逆为
Ｊ － １ ＝ １

ＳＮＲ·Η－ １ （２８）
其中：

Η－ １ ＝
１ ／（β２δ２ －α２）  ＃

 δ２ ／（β２δ２ －α２） ＠
＃ ＠ β２ ／（β２δ２ －α２









）

（２９）
因此时频差参数估计的ＣＲＬＢ为

ＣＲＬＢ（τ）＝ １
ＳＮＲ

δ２
β２δ２ －α２

（３０）
·７３７·
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ＣＲＬＢ（ｖ）＝ １
ＳＮＲ

β２
β２δ２ －α２

（３１）
该表达式与波形已知条件下单路信号时延频偏

参数估计的ＣＲＬＢ的形式相同，只是等效信噪比的
定义不同。也就是说，只要是确定信号，波形是否已
知不影响时频差参数估计的精度。同时，功率谱密
度函数在通带范围内为常数的随机信号时频差参数
估计的ＣＲＬＢ也可表示为这种形式，其中的时频参
数由信号的功率谱密度函数定义，等效信噪比满足

１
ＳＮＲ ＝

１
２

１
ＳＮＲ１

＋ １
ＳＮＲ２

＋ １
ＳＮＲ１

１
ＳＮＲ( )

２
。

５ 仿真结果
仿真采用的源信号表达式为

ｓ（ｔ）＝ ４槡πｅｘｐ － １２ （ｔ － ｔｃ）２ ＋ ｊωｃ（ｔ － ｔｃ）＋ ｊ
１
２μ（ｔ － ｔｃ）{ }２

（３２）
其中选择参数ｔｃ ＝ １，ωｃ ＝ １和μ＝ １。

为简单起见，设置两路接收信号相对幅度ａ ＝
１，相对相移φ＝ ０，时差τ＝ ０和频差ｖ ＝ ０，并假设
信号在传输过程中受到加性高斯白噪声的影响，这
种假设符合实际工程系统中各接收机距离较远时的
噪声条件。同时假设每路信号信噪比相同，统计结
果基于１００次最大似然参数估计实验。图１和图２
分别显示了时差和频差参数估计ＣＲＬＢ随输入信噪
比的变化曲线以及实际参数估计精度随输入信噪比
的变化曲线。为方便比较，同时给出了单路时延频
偏参数估计的ＣＲＬＢ和相同时频参数条件下随机信
号时频差参数估计的ＣＲＬＢ。从图中可以看出，在高
信噪比条件下时频差参数的最大似然估计与ＣＲＬＢ
接近而在低信噪比条件下相差很大，这说明ＣＲＬＢ
是一种渐进的性能下界。实验结果也表明了算法和
性能分析的正确性。

图１ 时差参数估计ＣＲＬＢ
Ｆｉｇ．１ ＣＲＬＢ ｏｆ ＴＤＯＡ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

图２ 频差参数估计ＣＲＬＢ
Ｆｉｇ．２ ＣＲＬＢ ｏｆ ＦＤＯＡ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

６ 结束语
本文从波形未知信号的离散表达式入手，推导

了此种情况下两路接收信号的时频差参数最大似然
估计可以利用通常的互模糊函数方法来实现，同时
在文献［３］的基础上，进一步推导出波形未知信号时
频差参数估计ＣＲＬＢ的闭合表达式，得出其性能下
界与波形已知信号条件下的性能下界相同，即信号
波形的先验信息不影响时频差参数估计精度的结
论，最后利用仿真实验验证了理论结果的正确性。
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