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一种修正的矢量奇异值分解 ＤＯＡ估计算法
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摘要：在均匀线性阵列模型下，特征矢量奇异值分解算法能够对相干信号进行ＤＯＡ估计，但相干和
不相关信号同时存在时，算法的估计会出现错误。针对这一问题，提出了一种修正算法（ＭＥＳＶＤ），该算
法选取经过加权处理的特征向量来构造矩阵，并利用该矩阵进行子空间估计。理论分析和数值仿真证
明：修正后的算法能够正确估计相干、相关和不相关信号，估计性能与空间平滑算法（ＦＢＳＳ）相当。
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１ 引言
到达角（ＤＯＡ）估计是阵列信号处理研究的主要

问题之一，在无线电通信、电子侦察等领域有着广泛
的应用。子空间类算法由于其超分辨能力而成为
ＤＯＡ估计算法的重要分支，但该类算法都不能直接
对相关或者相干信号进行有效估计，要利用此类算
法，都需要预先进行解相关处理。传统的解相关处
理一般是采用空间平滑技术，包括前后向平滑算法
（ＦＢＳＳ）及其多种变形［１ － ３］，该类算法存在的问题在
于需要先对接收数据的协方差矩阵（记为ＲＸＸ）进行
空间平滑处理以实现解相关，该处理增加了计算量，
减小了阵列孔径；特别是进行空间平滑的子阵个数

和相关入射信号的个数有关，而在大多数情况下，相
关入射信号的个数是无法预知的，这就限制了空间
平滑类算法的应用。文献［４］提出了一种基于ＲＸＸ
的迭代解相关算法，该算法能直接应用于非均匀阵
列和圆阵列，但运算量较大。奇异值分解（ＥＳＶＤ）算
法［５］能够实现对相干信号的ＤＯＡ估计，且估计精度
要优于ＦＢＳＳ，但该算法对相关信号的ＤＯＡ估计会
出现较大偏差，同时，该算法需要进行两次特征值分
解，运算量较大，这在很大程度上限制了该算法的应
用。而随着多级维纳滤波（ＭＳＷＦ）［６ － ７］等快速子空
间估计方法的研究进展，ＥＳＶＤ算法的运算量有望大
大缩减，因此，本文针对相干信号与不相关信号同时
存在的信号环境，对ＥＳＶＤ算法进行修正，希望能够
扩展其应用范围。
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２ 信号模型
考虑一个由Ｎ个全向阵元组成的均匀线性阵

列，阵列间距为ｄ，如图１所示。

图１ 均匀线性阵列
Ｆｉｇ．１ Ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｉｎｅａｒ ａｒｒａｙ

假设Ｍ个远场窄带信号（Ｍ ＜ Ｎ）分别从θｉ（ｉ
＝ １，２，…，Ｍ）方向入射到接收阵列，且入射波信号
和噪声不相关，以阵元１为参考阵元，则第ｋ个阵元
的输出信号可表示为

ｘｋ（ｔ）＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ｓｉ（ｔ）ｅ－ ｊ２πλｉｄ（ｋ－１）ｓｉｎθｉ ＋ ｎｋ（ｔ） （１）

其中，ｓｉ（ｔ）为第ｉ个信号的复包络，λｉ 为其中心波
长，ｎｋ（ｔ）为第ｋ个阵元中的零均值高斯加性白噪声。

则阵列的输出信号矢量可表示为
Ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…ｘＮ（ｔ）］Ｔ ＝

Ａ（θ）Ｓ（ｔ）＋ Ｎ（ｔ） （２）
其中：

Ａ（θ）＝［ａ（θ１），ａ（θ２），…，ａ（θＭ）］ （３）
为Ｎ × Ｍ维阵列流形矩阵，该矩阵的秩为Ｍ，ａ（θｉ）
为对应的方向向量，且有

ａｋ（θｉ）＝ ｅ－ ｊ２πλｉｄ（ｋ － １）ｓｉｎθｉ，ｋ ＝ １，２，…，Ｎ （４）
Ｓ（ｔ）＝［ｓ１（ｔ），ｓ２（ｔ），…，ｓＭ（ｔ）］Ｔ （５）

为Ｍ个入射信号矢量。
Ｎ（ｔ）＝［ｎ１（ｔ），ｎ２（ｔ），…ｎＮ（ｔ）］Ｔ （６）

为噪声矩阵，其中ｎｉ（ｔ）为第ｉ个阵元中的零均值高
斯加性白噪声，方差为σ２，且满足

Ｅ［Ｎ（ｔ）ＮＨ（ｔ）］＝σ２ Ｉ （７）
Ｅ［Ｎ（ｔ）ＮＴ（ｔ）］＝ ０ （８）

式中，Ｉ表示Ｎ × Ｎ维单位阵，上标Ｈ表示共轭转
置，上标Ｔ表示转置。

３ 奇异值分解算法［８］
基本的子空间类算法（如ＭＵＳＩＣ）首先计算接收

数据的协方差矩阵
ＲＸＸ ＝ ＸＸＨ ＝ Ａ ＳＳＨＡＨ ＋ ＮＮＨ （９）

对ＲＸＸ进行分解可以分别得到由信号特征矢量
张成的信号子空间和由噪声特征矢量张成的噪声子
空间，且信号源完全不相关时，信号子空间的维数等
于信号源数，信号特征矢量与阵列流形矢量张成同

一个信号子空间。而当信号源相干时，信号子空间
的维数会减少。已证明［９］，此时的信号特征矢量与
阵列流形之间仍然满足一定的线性关系。

设信号协方差矩阵的秩为Ｋ（Ｋ≤Ｍ），若噪声协
方差矩阵ＲＮ为满秩矩阵，则有如下线性关系满足：

ＲＮｅｋ ＝ ∑
Ｍ

ｎ ＝ １
αｋ（ｎ）ａ（ｎ） （１０）

式中，１≤ ｋ≤ Ｋ，ｅｋ为特征矢量，αｋ（ｎ）为线性组合
因子。

显然，当噪声为理想白噪声时，噪声协方差矩阵
ＲＮ ＝σ２ Ｉ，则式（１０）可简化为

ｅｋ ＝ ∑
Ｍ

ｎ ＝ １

αｋ（ｎ）
σ２ ａ（ｎ） （１１）

下面不妨将αｋ（ｎ）σ２ 直接记为αｋ（ｎ）。可见，无
论入射信号是否相关，对应于大特征值的特征矢量
是各阵列流形的一个线性组合。那么，当入射信号
完全相干时，数据协方差矩阵的秩Ｋ ＝ １，此时式
（１１）左边只有一个最大特征值对应的特征矢量，同
时也表明该特征矢量包含所有入射信号的信息。因
此，利用该特征矢量构造如下矩阵［５１］：

Ｙ ＝

ｅ１１ ｅ１２ … ｅ１ｐ
ｅ１２ ｅ１３ …ｅ１ｐ ＋ １
   
ｅ１ｍ ｅ１ｍ ＋ １ … ｅ１











Ｎ

（１２）

该矩阵可表示为如下形式：
Ｙ ＝ Ａ１ＲｄＡＴ２ （１３）

其中：
Ｒｄ ＝ ｄｉａｇ［α１（１）α１（２） …α１（Ｎ）］ （１４）

矩阵Ａ１和Ａ２分别为Ｍ个信号组成的维数为ｍ × Ｍ
和ｐ × Ｍ的阵列流形。

因此，Ｙ一般是一个长方阵，而不是方阵，则可
对Ｙ进行奇异值分解，可得

Ｙ ＝ ＵΛＶＨ （１５）
其中，Λ为一个由奇异值组成的ｍ × ｐ维矩阵，Ｕ为
左奇异矩阵，Ｖ为右奇异矩阵。

则理想情况下矩阵Ｙ的大奇异值个数为Ｍ，左
奇异矩阵中小奇异值对应的矢量张成的空间即为噪
声子空间，大奇异值对应的矢量张成信号子空间，此
时结合ＭＵＳＩＣ，即可对入射信号进行ＤＯＡ估计。
４ 修正的ＥＳＶＤ算法

ＥＳＶＤ采用最大特征矢量构造矩阵Ｙ，这一矢量
的选取在入射信号完全相干时无疑是最佳的，而当入
射信号中同时存在不相关和相干信号时，会存在几个
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大特征矢量。由式（１１）可知，每个大特征矢量都含有
入射信号信息，但此时若选取其中最大特征矢量ｅ１，
其中包含的非相关信号的能量可能会减弱，在信噪比
较低时，会造成对不相关信号的ＤＯＡ估计失败。

取阵元数为１５，４个等功率信号分别从－ ２０°、
０°、１２°、４５°方向入射，其中１２°方向信号与其他３个
信号不相关，在１０ ｄＢ信噪比条件下，采样２００次快
拍，采用ＥＳＶＤ算法进行ＤＯＡ估计仿真，选取信号
特征矢量矩阵的第１列构造矩阵Ｙ，同时图中加入
了ＦＢＳＳ算法作为对比，得到仿真结果如图２所示。

图２ ＥＳＶＤ算法ＤＯＡ估计
（选取信号特征矢量矩阵的第１列构造矩阵Ｙ）
Ｆｉｇ．２ ＤＯＡ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ＥＳＶＤ（ｃｈｏｏｓｅ ｔｈｅ １ｓｔ ｃｏｌｕｍｎ

ｏｆ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ ｔｏ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ｍａｔｒｉｘ Ｙ）

从图中可以看出，ＥＳＶＤ算法能够成功估计３个
相干入射信号，估计性能略优于ＦＢＳＳ，但是对于１２°
方向上的非相关入射信号却产生了信号丢失；而此
时信号协方差矩阵的大特征值不止１个，若换取信
号特征矢量矩阵的第２列构造矩阵Ｙ，估计结果则
如图３所示。与前一仿真相反，此时仅正确估计出
了１２°方向的信号，这也恰好说明了不同的大特征矢
量所包含的信号信息是不同的。

图３ ＥＳＶＤ算法ＤＯＡ估计
（选取信号特征矢量矩阵的第２列构造矩阵Ｙ）
Ｆｉｇ．３ ＤＯＡ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ＥＳＶＤ（ｃｈｏｏｓｅ ｔｈｅ ２ｎｄ ｃｏｌｕｍｎ

ｏｆ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ ｔｏ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ｍａｔｒｉｘ Ｙ）

上面的分析和仿真给我们一个启示：当入射信
号同时含有相关和非相关信号时，特征值分解得到
的几个大特征矢量所包含的入射信号信息各不相
同，取其中某一个特征矢量进行的ＥＳＶＤ算法都难
以完成所有信号ＤＯＡ估计。因此，需要对ＥＳＶＤ算
法进行修正，修正的ＥＳＶＤ算法（ＭＥＳＶＤ）选取所有
大特征矢量之和ｅｓｕｍ来构造矩阵Ｙ，即：
ｅｓｕｍ ＝ ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ｅｋ ＝ ∑

Ｍ

ｎ ＝ １
∑
Ｋ

ｋ ＝ １
αｋ（ｎ( )） ａ（ｎ[ ]） （１６）

显然，ｅｓｕｍ同样为阵列流形矢量的线性组合，且
ｅｓｕｍ更全面地包含了所有入射信号的信息。以ｅｓｕｍ
构造矩阵Ｙ时，

Ｒｄ ＝ ｄｉａｇ ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
αｋ（１） ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
αｋ（２） …∑

Ｋ

ｋ ＝ １
αｋ（Ｍ[ ]）

（１７）
Ａ１和Ａ２不变，可见，矩阵Ｙ的性质不变，同样可对其
进行奇异值分解并得到信号子空间和噪声子空间。

采用与前一仿真中相同的条件，利用ＭＥＳＶＤ算
法进行ＤＯＡ估计仿真计算，结果如图４所示。从图
中可见，在入射信号同时包含相关和不相关信号时，
修正的ＥＳＶＤ算法能够准确估计出所有入射信号的
ＤＯＡ，估计性能与ＦＢＳＳ相当。

图４ ＭＥＳＶＤ算法ＤＯＡ估计
Ｆｉｇ．４ ＤＯＡ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ＭＥＳＶＤ

５ 结论
综上所述，本文通过仿真分析和理论推导，对

ＥＳＶＤ算法进行了修正，修正后的算法解决了ＥＳＶＤ
算法在相干信号和不相关信号同时存在时不能正确
进行ＤＯＡ估计的问题。仿真结果表明，ＭＥＳＶＤ算
法能够实现相干和相关信号的ＤＯＡ估计，估计精度
与ＦＢＳＳ相当。因此，修正后的算法大大降低了ＥＳ
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ＶＤ类算法的应用条件，增强了算法的鲁棒性，而且
该算法的优势还在于能够结合新兴的多级维纳滤波
（ＭＳＷＦ）方法实现特征向量的快速估计，从而提高
运算速度。
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