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混合 ＦＥＭＦＩＰＷＡ求解复杂旋转体散射
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摘要：提出了一种基于混合有限元与快速非均匀平面波算法求解复杂旋转体的散射问题。内部电
场采用基于点元和边元基函数的有限元方法计算，同时在旋转体的外表面的场采用基于三角基函数
及脉冲基函数的快速非均匀平面波算法计算。采用这种方法处理复杂大尺度的旋转体问题能节省
计算的内存和计算时间，算例验证了算法的准确性和有效性。
关键词：复合材料；旋转体；电磁散射；快速非均匀平面波算法；有限元法
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Ｔｈｅ ｖｅｃｔｏｒ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ
ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ
－ ×（μ－１ｒ  × Ｅ）＋ ｋ２０εｒＥ ＝ ｊωμ０Ｊ ＋ ×μ－１ｒ Ｍ≡Ｓｅ

（５）
ｗｈｅｒｅ Ｓｅ ｉｓ ｔｈｅ ｓｏｕｒｃｅ ｔｅｒｍ，ａｎｄ ｋ０ ｉｓ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ
ｉｎ ｆｒｅｅ ｓｐａｃｅ． Ｉｆ ｉｔ ｉｓ ｓｏｕｒｃｅ ｆｒｅｅ （Ｓｅ ＝ ０）ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｉｏｒ
ｒｅｇｉｏｎ ｔｈｅ ｗｅａｋ ｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｃｔｏｒ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ［７ － ８］

∫Ω（ × Ｗｌ）·（μ－１ｒ  × Ｅ）ｄΩ－∫Ωｋ２０Ｗｌ·εｒＥｄΩ＝
ｊωμ０∫Ｗｌ·（^ｎ × Ｈ）ｄＳ （６）
ｗｈｅｒｅ Ｗｌ ｉｓ ｔｈｅ ｔｅｓｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ａｎｄμ０ ｉｓ ｔｈｅ ｐｅｒｍｅ
ａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｐａｃｅ．

Ｔｈｅ ｆｉｅｌｄｓ ｍｕｓｔ ｒｅｔａｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｆｏｒ ａｎｙ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ

ｏｎ ｔｈｅ ｚａｘｉｓ（ρ＝ ０）． Ｔｈｕｓ，ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｔｈｒｅｅ ｋｉｎｄｓ ｏｆ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｍｏｄｅｓ：
Ｅ，０ ＝ Ｅρ，０ ＝ ０， Ｅｚ，０≠０， ｍ ＝ ０

Ｅρ，± １ ＝ｊＥ，± １， Ｅｚ，０ ＝ ０， ｜ ｍ ｜ ＝ １

Ｅ，０ ＝ Ｅρ，０ ＝ Ｅｚ，０ ＝ ０， ｜ ｍ
{

｜ ＞ １

（７）

Ｔｈｅ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ａｒｅ ｃｈｏｓｅｎ
ａｓ

·４９·
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Ｅ，ｍ ＝ ∑
Ｎｎ

ｉ ＝ １
ｅ，ｉ
Ｎｉ
ρ （８）

Ｅｔ，ｍ ＝ ∑
Ｎｓ

ｉ ＝ １
ｅｔ，ｉＮｉ （９）

ｗｈｅｒｅ Ｎｎ ｉｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｎｏｄｅｓ，Ｎｓ ｉｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ｓｅｇｍｅｎｔｓ （ｏｒ ｅｄｇｅｓ），ｅｔ，ｉ ａｎｄ ｅ，ｉ ａｒｅ ｔｈｅ ｕｎｋｎｏｗｎ ｃｏｅｆ
ｆｉｃｉｅｎｔｓ，ａｎｄ Ｎｉ ａｎｄ Ｎｉ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄ ｎｏｄｅｂａｓｅｄ
ａｎｄ ｅｄｇｅｂａｓｅｄ ｅｌｅｍｅｎｔ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ ．
Ｔｈｅ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｏｎ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｓ ｉｓ ｅｘｐａｎｄｅｄ ａｓ ｔｈｅ
ｓａｍｅ ａｓ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ．

Ｈ，ｍ ＝ ∑
Ｎｎ

ｉ ＝ １
ｈ，ｉ
Ｎｉ
ρ （１０）

Ｈｔ，ｍ ＝ ∑
Ｎｓ

ｉ ＝ １
ｈｔ，ｉＮｉ （１１）

Ｔｈｅ ｔｅｓｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ ｃｈｏｓｅｎ ａｓ

Ｗｌ ＝ ∑
Ｎｎ

ｉ ＝ １
Ｎｉ^＋∑

Ｎｓ

ｉ ＝ １
Ｎ( )ｉ ｅｊ ｌ＝ Ｗ，ｋ^＋ Ｗｔ，ｌ （１２）

Ａｆｔｅｒ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ ｔｈｅ ｂａｓｉｓ ａｎｄ ｔｅｓｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｉｎｔｏ
Ｅｑｕａｔｉｏｎ （６）ａｎｄ ｍａｋｉｎｇ ｕｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙ ｏｆ
ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｍｏｄｅｓ，ｔｈｅ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｒｅｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ
２π∫Ｓ

ρ
μｒ（ ｔ × Ｗｔ，－ ｍ）·（ ｔ × Ｅｔ，－ ｍ）ｄＳ ＋

２π∫Ｓ
ρ
μｒ  ｔ × Ｗ，－ ｍ ＋

ｊｍ
ρＷｔ，－ ｍ ＋

ρ^
ρＷ，－( )ｍ·

 ｔＥ，ｍ ＋
－ ｊｍ
ρＥｔ，ｍ ＋ρ^ρＥ，( )ｍ ｄＳ －

２π∫Ｓ
ｋ２０εｒ（Ｗｔ，－ ｍ·Ｅｔ，ｍ ＋ Ｗ，－ ｍ·Ｅ，ｍ）ｄＳ －

２π∫Ｓ
ｊωμ０ρ（Ｗｔ，－ ｍ ＋^Ｗ，－ ｍ）·

［^ｎ × （^Ｈｔ，ｍ ＋ Ｈｔ，ｍ）］ｄＳ ＝ ０ （１３）
Ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
Ａｔｔｍ Ａｔｍ
Ａｔｍ Ａ[ ]

ｍ
·ｅ

ｔ

ｅ
[ ] ＋

Ｇｔｔｍ Ｇｔｍ
Ｇｔｍ Ｇ[ ]

ｍ
·ｈ

ｔ
ｂ

ｈ[ ]
ｂ
＝ ０ （１４）

ｃａｎ ｂｅ ｆｏｒｍｅｄ，ｗｈｅｒｅ ｍ ｉｓ ｔｈｅ ｉｎｄｅｘ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅ ａｎｄ ｂ
ｉｓ ｔｈｅ ｉｎｄｅｘ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ． Ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｅｌｅｍｅｎｔ ｃａｎ ｂｅ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

Ａαβｍｉｊ ＝ ∑
Ｋ

ｅ ＝ １∫Ｓｅ
（ × Ｗα－ ｍ）·（μ－１ｒ  × Ｅβｍ）－

ｋ２０εｒＷα－ ｍＥβｍｄＳ （１５）

Ｇαβｍｉｊ ＝ － ｊωμ０∑
Ｋｂ

ｅ ＝ １
Ｗα－ ｍ·（^ｎ × Ｅβｍ）ｄＳ （１６）

ｗｈｅｒｅαａｎｄβａｒｅ ｔｈｅ ｃｈｏｉｃｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｅｓｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ
ｔｈｅ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ． ｅｔ ＝ （ｅｔ，１，ｅｔ，２，…，ｅｔ，Ｎｓ）Ｔ， ｅ＝

（ｅ，１，ｅ，２，…，ｅ，Ｎｎ）Ｔ， ｈ ｔｂ ＝ （ｈｔ，１，ｈｔ，２，…，ｈｔ，Ｎｂｓ）Ｔ，
ａｎｄ ｈｂ ＝（ｈ，１，ｈ，２，…，ｈ，Ｎｂｎ）Ｔ ． Ｋ ｉｓ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｎｕｍｂｅｒ
ｏｆ ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ，Ｋｂ ｉｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅ
ｍｅｎｔｓ ．

Ａ ｓｅｖｅｎｐｏｉｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｉｓ ｕｓｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｉｍｐｅｄａｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ ａｓｓｅｍｂｌｉｎｇ ． Ｔｈｅ ｕｎｋｎｏｗｎｓ ｃｏｎｔａｉｎ ｓｉｘ
ｐａｒｔｓ，ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｉｏｒ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ｅｉｔ ａｎｄ ｅｉ，ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ｅｂｔ ａｎｄ ｅｂ，ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｈｂｔ
ａｎｄ ｈｂ． Ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ＦＥＭ ｐａｒｔ ｃａｎ ｂｅ ｒｅｗｒｉｔ
ｔｅｎ ａｓ

Ａｉｉｔｔ Ａｉｉｔ Ａｉｂｔｔ Ａｉｂｔ ０ ０

Ａｉｉｔ Ａｉｉ Ａｉｂｔ Ａｉｂ ０ ０

Ａｂｉｔｔ Ａｂｉｔ Ａｂｂｔｔ Ａｂｂｔ Ｇｂｂｔｔ Ｇｂｂｔ
Ａｂｉｔ Ａｂｉ Ａｂｂｔ Ａｂｂ Ｇｂｂｔ Ｇｂｂ
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ｅｉｔ
ｅｉ
ｅｂｔ
ｅｂ
ｈｂｔ
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＝ ０ （１７）

２ ．３ ＦＩＰＷＡ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｉｏｒ ｒｅｇｉｏｎ

Ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｉｏｒ ｒｅｇｉｏｎ，ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｉｓ ａｐ
ｐｌｉｅｄ ｔｏ ｇｏｖｅｒｎ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｃｔｒｉｃｆｉｅｌｄ Ｅ ａｎｄ ｍａｇｎｅｔｉｃ
ｆｉｅｌｄｓ Ｍ ． Ｔｈｅ ｆｉｅｌｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｓ ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ

Ｊ ＝ ｎ^ × Ｈ （１８）
Ｍ ＝ － ｎ^ × Ｅ （１９）

ｗｈｅｒｅ Ｊ ａｎｄ Ｍ ａｒｅ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ａｎｄ ｍａｇｎｅｔｉｃ
ｃｕｒｒｅｎｔｓ，ｗｈｉｃｈ ｗｉｌｌ ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅ
ｑｕａｔｉｏｎ（ＥＦＩＥ）ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ
（ＭＦＩＥ）

ｎ^ × Ｅｉ ＝ ｎ^ × Ｌ（珔Ｊ）－ ｎ^ ×珘Ｋ（Ｍ）－ １２ Ｍ （２０）

ｎ^ ×珚Ｈ ｉ ＝ ｎ^ ×珘Ｋ（珔Ｊ）＋ １２珔Ｊ ＋ ｎ^ × Ｌ（Ｍ） （２１）
ｗｈｅｒｅ Ｅｉ ａｎｄ Ｈｉ ａｒｅ ｔｈｅ ｉｎｃｉｄｅｎｔ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ａｎｄ ｍａｇｎｅｔｉｃ
ｆｉｅｌｄｓ，珚Ｈ ｉ ＝η０Ｈｉ，珔Ｊ ＝η０Ｊ，η０ ｉｓ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｉｍｐｅｄａｎｃｅ ｉｎ
ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｐａｃｅ，Ｌ ａｎｄ珘Ｋ ａｒｅ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｂｅ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

Ｌ（ｘ）＝ ｊｋ０∫ｓ
ｘ ＋ １ｋ２０

·[ ]ｘ ＧｄＳ （２２）

珘Ｋ（ｘ）＝∮ｓ
ｘ × ＧｄＳ （２３）

ｗｈｅｒｅ Ｇ ｉｓ ｔｈｅ Ｇｒｅｅｎ′ｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ａｎｄ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｉｎ
ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｂｏｖｅ ｈａｓ ｒｅｍｏｖｅ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｎ
ｇｕｌａｒ ｐｏｉｎｔ ． Ｔｈｅ ｋｅｙ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ＭｏＭ ｉｓ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｍｏｄａｌ
Ｇｒｅｅｎ′ｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｇｎ ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ
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ｇｎ ＝∫
π
０

ｅ－ ｊｋＲ０
Ｒ０
ｃｏｓｎｄ （２４）

Ｒ０ ＝ ρ２ ＋ρ′２ － ２ρρ′ｃｏｓ＋（ｚ － ｚ′）槡 ２ （２５）
Ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ＭｏＭ，ｔｈｅ ｍｏｄａｌ Ｇｒｅｅｎ′ｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｈａｓ ｔｏ ｂｅ ｅｖａｌｕａｔｅｄ ｂｙ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ，ｈｅｎｃｅ ｉｔ ｉｓ ｔｉｍｅ
ｃｏｎｓｕｍｉｎｇ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｒａｄｉｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ＢＯＲ ｉｓ ｌａｒｇｅ ． Ｉｎ ｔｈｉｓ
ｓｅｃｔｉｏｎ，ｆａｓｔ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｐｌａｎｅ ｗａｖｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ （ＦＩＰ
ＷＡ）ｉｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ａｃｃｅｌｅｒａｔｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＭｏＭ
ｆｏｒ ｂｏｄｉｅｓ ｏｆ ｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｗｅｙｌ Ｉｄｅｎｔｉｔｙ［９ － １０］，
ｔｈｅ Ｇｒｅｅｎ′ｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

ｅ－ ｊｋｒｊｉ
ｒｊｉ
＝ － ｊ∫

∞

０

ｄｋρ
ｋρ
ｋｚ
Ｊ０（ｋρρｊｉ）ｅ－ ｊｋｚ ｚｊｉ ＝

－ ｊｋ
２π∫

２π

０

ｄｖ∫
ＨＳＩＰ

ｄｕｓｉｎｕ·ｅ－ ｊｋｋ·ｒｊｉ （２６）
ｗｈｅｒｅ ｋ ＝ ｋ （^ｘ ｓｉｎｕｃｏｓｖ ＋ ｙ^ｓｉｎｕｓｉｎｖ ＋ ｚ^ｃｏｓｕ），ｋρ＝
ｋｓｉｎｕ，ｋｚ ＝ ｋｃｏｓｕ，ｒｊｉ ＝ ｒｊ － ｒｉ ． Ｈｅｒｅ ｒｉ ｉｓ ｔｈｅ ｓｏｕｒｃｅ
ｐｏｉｎｔ ａｎｄ ｒｊ ｉｓ ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ ｐｏｉｎｔ ． Ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｐａｒｔ，ｔｈｅｙ
ａｒｅ ａｌｓｏ ｎａｍｅｄ ｓｕｂｓｃａｔｔｅｒｅｒｓ ． Ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉ
ａｂｌｅ ｕ ｉｎ Ｅｑｕａｔｉｏｎ（２６）ｉｓ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｈａｌｆ Ｓｏｍ
ｍｅｒｆｅｌｄ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｐａｔｈ （ＨＳＩＰ）ｉｎ Ｆｉｇｕｒｅ ３ ． Ｅｑｕａｔｉｏｎ
（２６）ｃａｎ ｂｅ ｖｉｅｗｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｓｕｍｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｈｏｍｏｇｅ
ｎｅｏｕｓ ｐｌａｎｅ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ，ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ｅｘ
ｐｒｅｓｓｅｄ ｂｙ ｋ（ｕ，ｖ），ａｎｄ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｂｙ ｓｉｎｕ ．

Ｆｉｇ．３ Ｔｈｅ Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｐａｔｈ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｕ ｐｌａｎｅ
图３ 复平面上的Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ积分路径

Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｒｅａｌｉｚｅ ｔｈｅ Ｆａｓｔ Ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ Ｐｌａｎｅ
Ｗａｖｅ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ＦＩＰＷＡ），ｔｈｅ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｄｉｖｉｄ
ｅｄ ｉｎｔｏ ｇｒｏｕｐｓ． Ｈｅｒｅ ｗｅ ｃａｌｌ ｒｍ ａｎｄ ｒｍ′ ａｒｅ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｇｒｏｕｐｓ ｗｈｉｃｈ ｃｏｎｔａｉｎ ｔｈｅ ｓｏｕｒｃｅ ｐｏｉｎｔ ｒｊ ａｎｄ ｆｉｅｌｄ
ｐｏｉｎｔ ｒｉ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ ． Ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇｕｒｅ ４，ｒｊｉ ＝ ｒｊｍ ＋
ｒｍｍ′ ＋ ｒｍ′ｉ ． Ｅｑｕａｔｉｏｎ （２６）ｃａｎ ｂｅ ｒｅｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ
ｅ－ ｊｋｒｊｉ
ｒｊｉ
＝ － ｊｋ２π∫

２π

０

ｄｖ∫
ＳＩＰ

ｄｕｓｉｎｕ·ｅ－ ｊｋｋ^·ｒｊｍ·ｅ－ ｊｋｋ^·ｒｍｍ′·ｅｊｋｋ^·ｒｉｍ′
（２７）

Ｆｉｇ．４ Ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ ｐｏｉｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｏｕｒｃｅ ｐｏｉｎｔ
图４ 场点与源点位置分布

Ｔｈｅ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ Ｍ ｇｒｏｕｐｓ ａｌｏｎｇ
ｔｈｅ ｚ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇｕｒｅ ５ ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｗａｙ，ｔｈｅ
ｆａｃｔｏｒ ｒｍｍ′ ｈａｓ ｚ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｏｎｌｙ ． Ｔｈｉｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒ ｗｉｌｌ
ｍａｋｅ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｎｄ ｄｅｃａｙ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙ ａｗａｙ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｒｅａｌ
ａｘｉｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｕ ｐｌａｎｅ．

Ｆｉｇ．５ Ｔｈｅ ＢＯＲ ｉｓ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ ｇｒｏｕｐｓ
图５ 旋转体分组示意图

Ｅｑｕａｔｉｏｎ （２６）ｃａｎ ｂｅ ｒｅｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ
ｅ－ｊｋｒｊｉ
ｒｊｉ
＝∫
２π

０

ｄｖ∫
ＨＳＩＰ

ｄｕ·ｆ（ｕ）Ｂｊｍ（ｕ，ｖ）ｅ－ｊｋｚｍｍ′ｃｏｓｕＢｍ′ｉ（ｕ，ｖ）

（２８）
ｗｈｅｒｅ

ｆ（ｕ）＝ ｋ２ ｊ ｓｉｎｕ （２９）
Ｂｊｍ（ｕ，ｖ）＝ ｅ－ ｊｋｋ^·ｒｊｍ （３０）
Ｂｍ′ｉ（ｕ，ｖ）＝ ｅ－ ｊｋｋ^·ｒｍ′ｉ （３１）

Ｈｅｒｅ ｔｈｅ Ｂｊｍ（ｕ，ｖ）ａｎｄ Ｂｍ′ｉ（ｕ，ｖ）ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｒａｄｉａ
ｔｉｏｎ ａｎｄ ｒｅｃｅｉｖｉｎｇ ｐａｔｔｅｒｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ ａｎｄ ｓｏｕｒｃｅ
ｇｒｏｕｐｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ ． Ａｎｄ ｆ（ｕ）ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ａｓ ｔｈｅ
ｗｅｉｇｈｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ． Ｂｏｔｈ Ｂｊｍ（ｕ，ｖ）ａｎｄ Ｂｍ′ｉ（ｕ，ｖ）ａｒｅ ｔｈｅ
ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｐｌａｎｅ ｗａｖｅ ａｓ ｕ ｉｓ ｃｏｍｐｌｅｘ ． Ｗｉｔｈ ｐｒｏｐｅｒ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｕ ａｎｄ ｖ，ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｃａｎ ｂｅ ｅｘ
ｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ
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ｅ－ ｊｋｒｊｉ
ｒｊｉ

＝∑
ｓ２
∑
ｓ１

Ｂｊｍ（ｕｓ１，ｖｓ２）Ｔｍｍ′（ｕｓ１，ｖｓ２）Ｂｍ′ｉ（ｕｓ１，ｖｓ２）＝

∑
Ωｓ
Ｂｊｍ（Ωｓ）Ｔｍｍ′（Ωｓ）Ｂｍ′ｉ（Ωｓ） （３２）

ｗｈｅｒｅ
Ωｓ ＝（ｕｓ１，ｖｓ２） （３３）

Ｔｍｍ′（Ωｓ）＝ Ｔｍｍ′（ｕｓ１，ｖｓ２）＝
ω１ω２ － ｊｋ２πｓｉｎｕｓ１ｅ

－ ｊｋｚｍｍ′ｃｏｓｕｓ１ （３４）
Ｔｈｅ ｄｅｔａｉｌ ｏｆ ｔｈｅ ＦＩＰＷＡ ｃａｎ ｂｅ ｆｏｕｎｄ ｉｎ Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ

［５ － ６］．
２ ．４ ＦＥＭＦＩＰＷＡ ｆｏｒ ＢＯＲ

Ｔｈｅ ｃｕｒｒｅｎｔｓ Ｊ ａｎｄ Ｍ ａｒｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ

Ｍ（ρ，，ｚ）＝ ∑
∞

ｍ ＝ －∞
［Ｅｔ，ｍ（ｒ）＋^Ｅ，ｍ（ｒ）］× ｎ^ｅｊｍ＝

∑
∞

ｍ ＝ －∞
∑
Ｎｂｓ

ｉ ＝ １
ｅｔｍ，ｉＰｉ －∑

Ｎｂｎ

ｉ ＝ １
ｅｍ，ｉ
Ｔｉ
ρ[ ]ｔ^ ｅｊｍ，ｒ∈Ｓ

（３５）
Ｊ（ρ，，ｚ）＝ ∑

∞

ｍ ＝ －∞
ｎ^ ×［Ｈｔ，ｍ（ｒ）＋^Ｈ，ｍ（ｒ）］ｅｊｍ＝

∑
∞

ｍ ＝ －∞
－∑

Ｎｂｓ

ｉ ＝１
ｈｔｍ，ｉ^Ｐｉ ＋∑

Ｎｂｎ

ｉ ＝１
ｈｍ，ｉ

Ｔｉ
ρ
＾[ ]ｔ ｅｊｍ，ｒ∈Ｓ

（３６）
ｗｈｅｒｅ Ｐｉ ｉｓ ｔｈｅ ｐｕｌｓｅ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ Ｔｉ ｉｓ ｔｈｅ ｔｒａｄｉ
ｔｉｏｎａｌ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ． Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ＦＥＭ ｐａｒｔ
（ｉｎｔｅｒｉｏｒ ｒｅｇｉｏｎ）ａｎｄ ＦＩＰＷＡ （ｂｏｕｎｄａｒｙ），ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｅ
ｑｕａｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ａｓ
Ａｉｉｔｔ Ａｉｉｔ Ａｉｂｔｔ Ａｉｂｔ ０ ０

Ａｉｉｔ Ａｉｉ Ａｉｂｔ Ａｉｂ ０ ０

Ａｂｉｔｔ Ａｂｉｔ Ａｂｂｔｔ Ａｂｂｔ Ｇｂｂｔｔ Ｇｂｂｔ
Ａｂｉｔ Ａｂｉ Ａｂｂｔ Ａｂｂ Ｇｂｂｔ Ｇｂｂ
０ ０ Ｚｂ Ｚｂｔ Ｚａ Ｚａｔ
０ ０ Ｚｂｔ Ｚｂｔｔ Ｚａｔ Ｚａｔ
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（３７）

Ｔｈｅ ｄｅｔａｉｌｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｃａｎ ｂｅ ｆｏｕｎｄ ｉｎ
Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［４ － ６］． Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｕｒｒｅｎｔｓ ａｎｄ ｆｉｅｌｄｓ ｃａｎ
ｂｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｂｙ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｂｏｖｅ，ａｎｄ ｔｈｅ ｆａｒ
ｆｉｅｌｄ ａｌｓｏ ｃａｎ ｂｅ ｓｏｌｖｅｄ． Ｉｎ ｔｈｅ ｎｅｘｔ ｓｅｃｔｉｏｎ，ｔｗｏ ｎｕｍｅｒｉ
ｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｌｌ ｂｅ ｇｉｖｅｎ ｔｏ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｖａｌｉｄｉｔｙ ａｎｄ
ｔｈｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ．

３ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｒｅｓｕｌｔｓ

Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ，ｔｗｏ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｔｏ
ｓｈｏｗ ｔｈｅ ｖａｌｉｄｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ＦＥＭＦＩＰＷＡ ｍｅｔｈｏｄ． Ａｌｌ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｒｅ ｓｏｌｖｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｃｏｍｐｕｔｅｒ （Ｉｎｔｅｌ Ｃｏｒｅ２

ＤｕｏＣＰＵ Ｐ８４００＠２．２６ＧＨｚ ｗｉｔｈ １．９２ＧＢ ＲＡＭ）ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ
ｍａｋｅ ａ ｆａｉｒ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ，ｗｉｔｈ ｏｎｌｙ ｏｎｅ ｃｏｒｅ ｂｅｉｎｇ ｕｓｅｄ．
３ ． １ Ａｎ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｐｈｅｒｅ ｗｉｔｈ ｔｗｏ
ｌａｙｅｒ ｍｅｄｉｕｍ

Ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇｕｒｅ ６，ａｎ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ
ｓｐｈｅｒｅ ｉｓ ｃｏｍｐｕｔｅｄ． Ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｅ ｉｓ ｅｘｃｉｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｗａｖｅ
ｗｉｔｈ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ （θｉｎｃ ＝ ００，ｉｎｃ ＝ ００，λ＝ ２ ｍ）．
Ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｋｎｏｗｎｓ ｉｓ ａｂｏｕｔ ４０ ０００． Ｔｈｅ
ｂｉｓｔａｔｉｃ ＲＣＳ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇｕｒｅ ７，ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ＦＥＭＢＩ（ｏｒ
ＦＥＭＦＩＰＷＡ）ａｇｒｅｅｓ ｗｅｌｌ ｗｉｔｈ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔ ．

Ｆｉｇ．６ Ａｎ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｐｈｅｒｅ ｗｉｔｈ ｔｗｏｌａｙｅｒ ｍｅｄｉｕｍ
图６ 非均匀双层介质球结构

Ｆｉｇ．７ Ｔｈｅ ｂｉｓｔａｔｉｃ ＲＣＳ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｐｈｅｒｅ ｒｅｓｕｌｔ
ｂｙ ＦＥＭＢＩ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ａｎａｌｙｔｉｃ ｒｅｓｕｌｔ

图７ 介质球双站ＲＣＳ的计算结果比较图

３ ．２ Ａｎ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃｃｙｌｉｎｄｅｒ

Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｂｏｖｅ ｓｈｏｗｓ ｔｈｅ ａｃｃｕ
ｒａｃｙ ｏｆ ＦＥＭＦＩＰＷＡ ｆｏｒ ＢＯＲ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ，ａ
ｍｏｒｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｅｘａｍｐｌｅ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ
ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ． Ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ
Ｆｉｇｕｒｅ ８，ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｓｅｖｅｎ ｌａｙｅｒｅｄ ｍｅｄｉｕｍ． Ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｘ ｉｎｎｅｒ ｍｅｄｉｕｍ ｉｓ ０ ．２ ｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ ｉｓ
２ ．６ ｍ． Ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｕｔｅｒ ｍｅｄｉｕｍ ｉｓ ０ ．３ ｍ，ａｎｄ
ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ ｉｓ ２ ｍ． Ｔｈｅ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｉｓ ｅｘｃｉｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ
ｗａｖｅ ｗｉｔｈ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ （θｉｎｃ ＝ ９０°，ｉｎｃ ＝ ０°，λ
＝ ０．５ ｍ）． Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｕｎｋｎｏｗｎｓ ｉｓ ｍｏｒｅ
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ｔｈａｎ １００ ０００ ｉｎ ｔｈｉｓ ２Ｄ ｍｅｓｈ． Ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｄｅ
ｒｉｖｅｄ ｂｙ ＦＥＭＢＩ ｉｓ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ Ｗａｖｅｎｏｌｏｇｙ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａ
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