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均匀圆阵二维波达角估计的 ＣｒａｍｅｒＲａｏ 界

苑小华，郑辉，余飞群
（盲信号处理重点实验室，成都６１００４１）

摘要：均匀圆阵（ＵＣＡ）是一种应用广泛的具有二位波达角估计能力的平面阵列。为了从理论上分
析不同阵列参数下到达波方位角（ＡＯＡ）、仰角估计精度，推导了均匀圆阵二维波达角估计的性能界，
以此为基础分析了阵列孔径、阵元个数、快拍数以及来波仰角高低与到达角估计精度的关系，并通过
对ＵＣＡＭＵＳＩＣ算法计算机仿真验证了推导结果的正确性。研究结果为波达角估计类算法提供了可
供参考的性能下界，圆阵设计时也不再需要大量的Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ仿真试验确定阵列参数，可直接从估
计精度表达式中获得。
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１ 引言
均匀圆形阵列（Ｕｎｉｆｏｒｍ Ｃｉｒｃｕｌａｒ Ａｒｒａｙ，ＵＣＡ）是阵

元均匀分布在一个圆周上的平面阵列，相比其他阵
形具有很多优点，如无１８０°方位模糊，分辨率与方向
无关，可同时估计到达波的方位角和仰角等，因此均
匀圆阵被广泛应用于各种测向系统中。当平面阵列
的孔径受限时，均匀圆阵对到达波特别是低仰角到

达波的仰角估计精度不足，因此大孔径均匀圆阵在
仰角分辨能力上优势明显。

在阵列初始设计阶段，阵列孔径、阵元数、快拍
数、信噪比等参数都会影响估计性能，通常的做法是
通过Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ仿真取统计平均确定各参数的影
响。当各参数的影响相互干扰时，需要大量的Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ仿真计算以确定最佳参数。而用到达角估计
的性能下界代替计算机仿真可以大大简化计算量，
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从而快速准确地实现阵列参数设计。
波达角估计算法的研究同样需要衡量算法性能

优劣的统一参考标准。由于均匀圆阵的阵列流型不
具有类似均匀线阵的Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ阵列形式，使得
许多基于均匀线阵的优良算法不能直接应用于均匀
圆阵。Ｍａｔｈｅｗｓ［１］、Ｚｏｌｔｏｗｓｋｉ［２］等将模式激励技术与
高分辨算法相结合把圆阵的阵元空间变换到波束空
间，使得许多均匀线阵的算法得以移植到圆阵上，如
黄浩学等［３］基于模式空间变换提出仰角、方位角和
多普勒频移的联合估计算法，张辉等［４］在模式空间
变换的基础上提出通过矩阵束的广义特征值计算入
射信号的方位角和俯仰角以减小了孔径损失并实现
了自动配对。高书彦等［５］提出基于模式空间矩阵重
构的空间谱估计算法比空间平滑类算法具有更好的
性能。然而，Ｂｅｌｌｏｎｉ等［６］指出模式空间变换带来估
计性能的损失，而上述大多数算法在性能仿真时并
没有给出算法估计精度与估计下界的比较结果，无
法横向比较各种算法的性能。

Ｓｔｏｉｃｉａ等［７］推导了基于阵列信号处理的一维方
位角估计性能下界，即ＣｒａｍｅｒＲａｏ界（简记为ＣＲＢ）。
Ｍａｔｈｅｗ等［１］给出了基于无限长信号样本的二维波
达角估计的ＣＲＢ公式，但未给出详细的推导过程，
也没有针对均匀圆阵得出相应结论。

本文借鉴文献［７］和文献［８］的证明思路，将其
推广到均匀圆阵的二维波达角估计的ＣＲＢ，并分析
了阵元孔径、阵元个数、信噪比、快拍数以及仰角高
低与波达角估计精度的关系。最后通过计算机仿真
将基于阵元空间ＵＣＡ － ＭＵＳＩＣ算法的波达角二维估
计性能曲线与推导的ＣＲＢ进行了比较，检验了其正
确性。

符号说明：ＡＴ为矩阵转置，ＡＨ为矩阵共轭转
置，Ａ为矩阵共轭，Ａ － １为矩阵求逆，Ａ⊙Ｂ 为
Ｈａｒｄｍａｒｄ积。

２ 信号模型
如图１所示，设圆阵的Ｎ个阵元均匀分布在半

径为ｒ的圆周上，以圆周中心为原点如图建立球坐
标系，阵元按逆时针方向排列，第ｎ个阵元方向与ｘ
轴的夹角为γｎ ＝ ２πｎ ／ Ｎ，ｎ ＝ １，２，…，Ｎ － １。假设Ｄ
个同信道窄带信号源ｓｉ（ｔ）（ｉ ＝ １，２，…，Ｄ）从远场
入射，载波波长为λ，第ｉ个信号源的到达角为（ｉ，
θｉ），∈［０，２π）表示方向角，θ∈［０，π／ ２］表示来波方

向与ｚ轴的夹角。定义到达波仰角β为到达波方向
与在ｘｏｙ平面投影的夹角，β＝π／ ２ －θ。

图１ 均匀圆阵的几何示意图
Ｆｉｇ．１ Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ＵＣＡ

阵列接收的数据矩阵可表示为［９］
ｘ（ｋ）＝ Ａｓ（ｋ）＋ ｅ（ｋ），ｋ ＝ １，２，…，Ｋ

其中， Ｋ 为快拍数， ｘ （ ｋ ） ＝
ｘ１（ｋ） ｘ２（ｋ） …ｘＮ（ｋ[ ]）Ｔ为阵列输出矢量，
ｓ（ｋ）＝ ｓ１（ｋ） ｓ２（ｋ） …ｓＤ（ｋ[ ]）Ｔ为信号矢量，
ｅ（ｋ）＝ ｅ１（ｋ） ｅ２（ｋ） …ｅＮ（ｋ[ ]）Ｔ为加性高斯
白噪声矢量，Ａ ＝ ａ１ ａ２ …ａ[ ]Ｄ 为阵列方向矩
阵，其中

ａｉ ＝ ａ（ξｉ，ｉ）＝
ｅｊξｉｃｏｓ（ｉ －γ０）

ｅｊξｉｃｏｓ（ｉ －γ１）


ｅｊξｉｃｏｓ（ｉ －γＮ － １











）

（１）

ξｉ ＝ ｋ０ ｒｓｉｎ（θｉ），ξｉ∈［０，ｋ０ ｒ］，ｋ０ ＝ ２π／λ。
二维波达角估计的过程就是从接收数据矩阵

ｘ ( )ｋ 中估计出（ξｉ，ｉ）。

３ 二维波达角估计的ＣｒａｍｅｒＲａｏ界
只考虑信号源是确定信号［８］，且假设如下条件

成立：阵元个数Ｎ大于信号个数Ｄ；噪声为独立同
分布的零均值复高斯白噪声，Ｅ［ｅ（ｔ）ｅ（ｔ）］＝σＩ
且Ｅ［ｅ（ｔ）ｅＴ（ｔ）］＝ ０。

参数Θ＝ Θ１ Θ２ …Θ[ ]ｐ 的无偏估计量^Θ
的ＣｒａｍｅｒＲａｏ界由下式确定［１０］：

ｖａｒ（^Θｉ）≥ＣＲＢ（Θｉ）＝［Ｉ － １（Θ）］ｉｉ （２）
其中ｉ ＝ １，２，…，ｐ；ｊ ＝ １，２，…，ｐ，且
Ｉ（Θ）＝ － Ｅ 

Θ

ΘｌｎＬ（ｘ；Θ[ ]）{ }Ｔ ＝

Ｅ 
ΘｌｎＬ（ｘ；Θ[ ]） 

ΘｌｎＬ（ｘ；Θ[ ]）{ }Ｔ （３）
Ｌ（ｘ；Θ）是似然函数，由阵列输出的概率密度函数
确定［１１］：
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Ｌ（ｘ（１），Ｌ，ｘ（Ｋ））＝ １
（２π）ｍＫ（σ／ ２）ｍＫ ×

ｅｘｐ － １σ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
［ｘＨ（ｋ）－ ｓＨ（ｋ）ＡＨ］［ｘ（ｋ）－ Ａｓ（ｋ{ }）］

（４）
将Ｌ（ｘ（１），…，ｘ（Ｋ））简记为Ｌ，对上式取对数得
ｌｎＬ ＝ ｃｏｎｓｔ － ｍＫ ｌｎσ－ １σ∑

Ｋ

ｔ ＝ １
［ｘＨ（ｋ）－ ｓＨ（ｋ）ＡＨ］·

［ｘ（ｋ）－ Ａｓ（ｋ）］ （５）
令珋ｓ（ｋ）Ｒｅ［ｓ（ｋ{ }）］，珓ｓ（ｋ）Ｉｍ［ｓ（ｋ{ }）］，将式
（５）对Θ＝ σＴ 珋ｓＴ（ｋ）珓ｓＴ（ｋ）[ ]ΦθＴ的各元素
求偏导得
ｌｎＬ
σ＝ － ＮＫσ＋ １σ２∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ｅＨ（ｋ）ｅ（ｋ）∈ Ｃ１×１ （６）

ｌｎＬ
珋ｓ（ｋ）＝

２
σＲｅ［Ａ

Ｈｅ（ｋ）］∈ＣＤ × １，ｋ ＝ １，２，…，Ｋ （７）
ｌｎＬ
珓ｓ（ｋ）＝

２
σＩｍ［Ａ

Ｈｅ（ｋ）］∈ＣＤ × １，ｋ ＝ １，２，…，Ｋ （８）
ｌｎＬ
ｉ ＝

２
σ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ［ｓＨｉ（ｋ）ｄＨ（ｉ）ｅ（ｋ）］∈ Ｃ１×１ （９）

其中，ｄ（ｉ）＝ ｄａｉ ／ ｄｉ，上式扩展为矩阵形式：
ｌｎＬ
Φ＝ ２σ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ［ＳＨ（ｋ）ＤＨ（Φ）ｅ（ｋ）］∈ ＣＤ×１

（１０）
其中，Ｄ（Φ）＝［ｄ（１），…，ｄ（Ｄ）］∈ＣＮ × Ｄ，信号采

样矩阵Ｓ（ｋ）＝
ｓ１（ｋ）


ｓＤ（ｋ









）
。

ｌｎＬ
θｉ ＝

２
σ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ［ｓＨｉ（ｋ）ｄＨ（θｉ）ｅ（ｋ）］∈ Ｃ１×１ （１１）

其中，ｄ（θｉ）＝ ｄａｉ ／ ｄθｉ，同样上式扩展为矩阵形式：
ｌｎＬ
θ＝ ２σ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ［ＳＨ（ｋ）ＤＨ（θ）ｅ（ｋ）］∈ ＣＤ×１ （１２）

其中，Ｄ（θ）＝［ｄ（θ１），…，ｄ（θＤ）］。
应用文献［７］给出的定理：

Ｒ１：Ｅ［ｅ（ｔ）ｅ（ｔ）ｅ（ｓ）ｅ（ｓ）］＝
ｍ２σ２， ｆｏｒ ｔ≠ ｓ
ｍ（ｍ ＋ １）σ２， ｆｏｒ ｔ ＝{ ｓ

Ｒ２：Ｅ［ｅ（ｔ）ｅ（ｔ）ｅＴ（ｓ）］＝ ０ ｆｏｒ ａｌｌ ｔ ａｎｄ ｓ
Ｒ３：Ｒｅ（ｘ）Ｒｅ（ｙＴ）＝ １２［Ｒｅ（ｘｙＴ）＋ Ｒｅ（ｘｙ）］
Ｉｍ（ｘ）Ｉｍ（ｙＴ）＝ － １２［Ｒｅ（ｘｙＴ）－ Ｒｅ（ｘｙ）］
Ｒｅ（ｘ）Ｉｍ（ｙＴ）＝ １２［Ｉｍ（ｘｙＴ）－ Ｉｍ（ｘｙ）］

Ｒ４：令Ｈ为非奇异的复矩阵，Ｇ为Ｈ的逆矩阵，Ｇ

＝ Ｈ － １，则珚Ｈ －珟Ｈ
珟Ｈ 珚[ ]Ｈ

－ １

＝
珚Ｇ －珟Ｇ
珟Ｇ 珚[ ]Ｇ

定理Ｒ１、Ｒ２、Ｒ３、Ｒ４的证明参见文献［７］。
应用上述定理求二阶偏导的数学期望得：

Ｅ ｌｎＬ
[ ]σ

２
＝ ＮＫσ２ （１３）

由Ｒ２可知，ｌｎＬ
σ与其他参量的偏导不相关。

由假设Ａ２：Ｅ［ｅ（ｔ）ｅＴ（ｔ）］＝ ０，结合Ｒ３计算得到：
Ｅ ｌｎＬ
珔ｘ（ｋ[ ]） ｌｎＬ

珔ｘ（ｐ[ ]）{ }Ｔ ＝ ２σＲｅ ＡＨ[ ]Ａδｋ，ｐ （１４）

Ｅ ｌｎＬ
珘ｘ（ｋ[ ]） ｌｎＬ

珘ｘ（ｐ[ ]）{ }Ｔ ＝ ２σＲｅ ＡＨ[ ]Ａδｋ，ｐ （１５）

Ｅ ｌｎＬ
珔ｘ（ｋ[ ]） ｌｎＬ

珘ｘ（ｐ[ ]）{ }Ｔ ＝ － ２σＩｍ［ＡＨＡ］δｋ，ｐ （１６）
Ｅ ｌｎＬ
珘ｘ（ｋ[ ]） ｌｎＬ

珔ｘ（ｐ[ ]）{ }Ｔ ＝ ２σＩｍ［ＡＨＡ］δｋ，ｐ （１７）

Ｅ ｌｎＬ
珔ｘ（ｋ[ ]） ｌｎＬ

[ ]Φ{ }Ｔ ＝ ２σＲｅ［ＡＨＤ（Φ）Ｓ（ｋ）］
（１８）

Ｅ ｌｎＬ
珘ｘ（ｋ[ ]） ｌｎＬ

[ ]Φ{ }Ｔ ＝ ２σＩｍ［ＡＨＤ（Φ）Ｓ（ｋ）］
（１９）

Ｅ ｌｎＬ
珔ｘ（ｋ[ ]） ｌｎＬ

[ ]θ{ }Ｔ ＝ ２σＲｅ［ＡＨＤ（θ）Ｓ（ｋ）］（２０）
Ｅ ｌｎＬ
珘ｘ（ｋ[ ]） ｌｎＬ

[ ]θ{ }Ｔ ＝ ２σＩｍ［ＡＨＤ（θ）Ｓ（ｋ）］（２１）
Ｅ ｌｎＬ
[ ]Φ

ｌｎＬ
[ ]Φ{ }Ｔ ＝

２
σ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ［ＳＨ（ｋ）ＤＨ（Φ）Ｄ（Φ）Ｓ（ｋ）］＝Γ （２２）

Ｅ ｌｎＬ
[ ]Φ

ｌｎＬ
[ ]θ{ }Ｔ ＝

２
σ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ［ＳＨ（ｋ）ＤＨ（Φ）Ｄ（θ）Ｓ（ｋ）］＝Υ （２３）

Ｅ ｌｎＬ
[ ]θ

ｌｎＬ
[ ]Φ{ }Ｔ ＝

２
σ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ［ＳＨ（ｋ）ＤＨ（θ）Ｄ（Φ）Ｓ（ｋ）］＝ΥＨ （２４）

Ｅ ｌｎＬ
[ ]θ

ｌｎＬ
[ ]θ{ }Ｔ ＝

２
σ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ［ＳＨ（ｋ）ＤＨ（θ）Ｄ（θ）Ｓ（ｋ）］＝Ψ （２５）

由ＢＡＴ ＝（ＡＢＴ）Ｔ，得Ｅ（ＢＡＴ）＝［Ｅ（ＡＢＴ）］Ｔ。
令Ｈ ＝ ２σＡ

ＨＡ，Ｇ ＝ Ｈ － １，

Δｋ（Φ）＝ ２σＡ
ＨＤ（Φ）Ｓ（ｋ），

Δｋ（θ）＝ ２σＡ
ＨＤ（θ）Ｓ（ｋ），
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将式（１３）～（２５）代入式（３）得
Ｉ（Θ）＝ Ｃ Ｕ[ ]Ｖ Ｄ

（２６）

其中，Ｃ ＝

ｖａｒ － １ＣＲ（σ） ０
珚Ｈ －珟Ｈ
珟Ｈ 珚Ｈ

０ 
珚Ｈ －珟Ｈ
珟Ｈ 珚



















Ｈ

Ｕ ＝

０ ０
珚Δ１（Φ） 珚Δ１（θ）
珟Δ１（Φ） 珟Δ１（θ）
 

珚ΔＫ（Φ）珚ΔＫ（θ）
珟ΔＫ（Φ）珟ΔＫ（θ



















）

，Ｖ ＝ ＵＴ

Ｄ ＝
ΓΥ
ΥＨ[ ]Ψ

根据矩阵求逆性质定理［１２］：
Ｉ －１（Θ）＝ Ｃ Ｕ[ ]

Ｖ Ｄ

－１

＝

（Ｃ － ＵＤ －１Ｖ）－１ －（Ｖ － ＤＵ －１Ｃ）－１
（Ｕ － ＣＶ －１Ｄ）－１ （Ｄ － ＶＣ －１Ｕ）[ ]－１

（２７）
令Ｅ ＝（Ｄ － ＶＣ － １Ｕ）－ １∈Ｃ２Ｄ × ２Ｄ由式（２）得

ｖａｒ（^ｉ）≥ＣＲＢ（ｉ）＝ Ｅｉｉ，
ｖａｒ（^θｉ）≥ＣＲＢ（θｉ）＝ ＥＤ ＋ ｉ，Ｄ ＋ ｉ

令Ｇ ＝ Ｈ － １，根据定理Ｒ４：
珚ΔＴ（Φ）珟ΔＴ（Φ）
珚ΔＴ（θ） 珟ΔＴ（θ[ ]）

珚Ｈ －珟Ｈ
珟Ｈ 珚[ ]

Ｈ

－ １ 珚Δ（Φ）珚Δ（θ）
珟Δ（Φ）珟Δ（θ[ ]） ＝

Ｒｅ ΔＨ（Φ）ＧΔ（Φ[ ]） Ｒｅ ΔＨ（Φ）ＧΔ（θ[ ]）
Ｒｅ ΔＨ（θ）ＧΔ（Φ[ ]） Ｒｅ ΔＨ（θ）ＧΔ（θ[ ][ ]） （２８）
ＶＣ－１Ｕ ＝

∑
Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ ΔＨｋ（Φ）ＧΔｋ（Φ[ ]） ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ ΔＨｋ（Φ）ＧΔｋ（θ[ ]）

∑
Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ ΔＨｋ（θ）ＧΔｋ（Φ[ ]） ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ ΔＨｋ（θ）ＧΔｋ（θ[ ]











）

（２９）
令 Ｅ ＝

Ｃ′ Ｕ′[ ]Ｖ′ Ｄ′

－ １

（３０）

其中Ｃ′ ＝Γ－∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ＲｅΔＨｋ（Φ）ＧΔｋ（Φ[ ]） ，

Ｕ′ ＝Υ－∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ＲｅΔＨｋ（Φ）ＧΔｋ（θ[ ]） ，

Ｖ′ ＝ΥＨ －∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ＲｅΔＨｋ（θ）ＧΔｋ（Φ[ ]） ，

Ｄ′ ＝Ψ－∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ＲｅΔＨｋ（θ）ＧΔｋ（θ[ ]） 。

将式（２２）～（２５）代入上式得到任意阵形二维到
达角估计的ＣＲＢ：

ＣＲＢ（ｉ）＝ Ｅｉｉ，ＣＲＢ（θｉ）＝ ＥＤ ＋ ｉ，Ｄ ＋ ｉ （３１）
其中：

Ｅ ＝
Ｃ′ Ｕ′[ ]Ｖ′ Ｄ′

－ １

Ｃ′ ＝ ２σ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ｛ＳＨ（ｋ）ＤＨ（Φ）［Ｉ － Ａ（ＡＨＡ）－１ＡＨ］·

Ｄ（Φ）Ｓ（ｋ）｝∈ ＣＤ× Ｄ

Ｄ′ ＝ ２σ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ｛ＳＨ（ｋ）ＤＨ（θ）［Ｉ － Ａ（ＡＨＡ）－１ＡＨ］·

Ｄ（θ）Ｓ（ｋ）｝∈ ＣＤ× Ｄ

Ｕ′ ＝ ２σ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ｛ＳＨ（ｋ）ＤＨ（Φ）［Ｉ － Ａ（ＡＨＡ）－１ＡＨ］·

Ｄ（θ）Ｓ（ｋ）｝∈ ＣＤ× Ｄ

Ｖ′ ＝ ２σ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ｛ＳＨ（ｋ）ＤＨ（θ）［Ｉ － Ａ（ＡＨＡ）－１ＡＨ］·

Ｄ（Φ）Ｓ（ｋ）｝∈ ＣＤ× Ｄ
为了便于与文献［１］给出的公式进行比较，继续

对式（３０）进行化简。令
Ｄ（Φ，θ）＝ ｄ（１），…，ｄ（Ｄ），ｄ（θ１），…，ｄ（θＤ[ ]）∈ＣＮ ×２Ｄ

设Ｔ ＝ Ｉ － Ａ（ＡＨＡ）－ １ ＡＨ，Ｈ ＝ ＤＨ（Φ，θ）ＴＤ（Φ，
θ），则

Ｈ ＝
ＤＨ（Φ）ＴＤ（Φ） ＤＨ（Φ）ＴＤ（θ）
ＤＨ（θ）ＴＤ（Φ） ＤＨ（θ）ＴＤ（θ[ ]） （３２）

定义
Ｐ ＝ Ｅ ｓ（ｔ）ｓＨ（ｔ{ }） ＝ ｌｉｍ

Ｋ→∞

１
Ｎ ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ｓ（ｋ）ｓＨ（ｋ( )）∈ ＣＤ× Ｄ

（３３）
由于Ｓ（ｋ）是对角矩阵，有

ＳＨ（ｋ）ΩＳ（ｋ）＝Ω⊙［ｓ（ｋ）ｓＨ（ｋ）］ （３４）
其中，Ω∈ＣＤ × Ｄ，则当Ｋ足够大时满足式（３３）。

∑
Ｋ

ｋ ＝ １
Ｒｅ ＳＨ（ｋ）ΩＳ（ｋ{ }） ＝ Ｒｅ Ω⊙∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ｓ（ｋ）ｓＨ（ｋ{ }） ＝

ＫＲｅ Ω⊙{ }Ｐ （３５）
Ｃ′ Ｕ′[ ]
Ｖ′ Ｄ′

＝ ２ＫσＲｅ
ＤＨ（Φ）ＴＤ（Φ） ＤＨ（Φ）ＴＤ（θ）
ＤＨ（θ）ＴＤ（Φ） ＤＨ（θ）ＴＤ（θ[ ]） ⊙ Ｐ Ｐ[ ]{ }Ｐ Ｐ

（３６）
Ｅ ＝σ２Ｋ Ｒｅ Ｈ⊙

Ｐ Ｐ[ ]{ }[ ]Ｐ Ｐ

－ １

（３７）
式（３７）与文献［４］给出的公式（３３）相同，因此文

献［１］给出的ＣＲＢ计算公式是Ｋ足够大时得到的，
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而公式（３１）是有限样本长度的ＣＲＢ。

４ 均匀圆阵二维波达角估计精度
将均匀圆阵的流型矩阵表达式代入式（３１）即得

到均匀圆阵的ＣＲＢ表达式。下面利用ＣＲＢ研究均
匀圆阵的二维波达角估计性能，假设辐射源的个数
为１，来波方向为（，β），这里通过数值计算的方式
分析到达角估计的ＣＲＢ随阵列孔径、阵元个数、快
拍数以及来波仰角高低的变化关系。为了方便讨论
这里不考虑模糊和天线互耦的影响。

（１）阵列孔径
阵元数为２０，到达波仰角β＝ ５°，信噪比为

１０ ｄＢ，快拍数为２００。方位角和仰角的ＣＲＢ随阵列
孔径波长比（圆阵直径与波长的比）变化曲线如图２
所示。

图２ ＣＲＢ随阵列孔径波长比变化曲线
Ｆｉｇ．２ Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ＣＲＢ ｖｅｒｓｕｓ ａｐｅｒｔｕｒｅ ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ ｒａｔｉｏ

由图可见，随着阵列孔径增大方位角和仰角的
估计精度明显提高，孔径对仰角估计精度影响大于
对方位角的影响。

（２）阵元个数
阵列孔径波长比Ｄ ／λ＝ ４，来波仰角β＝ ５°，信

噪比为１０ ｄＢ，快拍数为２００。方位角和仰角的ＣＲＢ
随阵元数变化曲线如图３所示。

图３ ＣＲＢ随阵元个数变化曲线
Ｆｉｇ．３ Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ＣＲＢ ｖｅｒｓｕｓ ａｒｒａｙ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｎｕｍｂｅｒ

由图可见，随着阵元数变大方位角和仰角的估
计精度明显提高。

（３）快拍数
阵列孔径波长比Ｄ ／λ＝ ４，阵元数为２０，来波仰

角β＝ ５°，信噪比为１０ ｄＢ。方位角和仰角的ＣＲＢ随
快拍数变化曲线如图４所示。

图４ ＣＲＢ随快拍数变化曲线
Ｆｉｇ．４ Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ＣＲＢ ｖｅｒｓｕｓ ｓｎａｐｓｈｏｔ ｎｕｍｂｅｒ

·８４·
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由图可见，随着阵元数变大方位角和仰角的估
计精度提高。快拍数小于５００时精度提高较快，快
拍数大于５００后精度提高变缓。

（４）仰角
阵列孔径波长比Ｄ ／λ＝ ４，阵元数为２０，信噪比

为１０ ｄＢ，快拍数为２００。方位角和仰角的ＣＲＢ随仰
角变化曲线如图５所示。

图５ ＣＲＢ随来波仰角变化曲线
Ｆｉｇ．５ Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ＣＲＢ ｖｅｒｓｕｓ ｅｌｅｖａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ

由图可见，随着来波仰角增大，方位角估计精度
降低而仰角估计精度提高。当仰角大于７０°时，方位
角估计精度降低加速；当仰角小于１０°时，仰角估计
精度降低加速。

５ 计算机仿真
为了对ＣＲＢ做进一步验证，对基于二维搜索的

ＵＣＡＭＵＳＩＣ算法进行Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ仿真，并将估计性
能与ＣＲＢ作了比较。阵列采用大孔径均匀圆阵，阵
列孔径采用Ｄ ／λ＝ ２、Ｄ ／λ＝ ４、Ｄ ／λ＝ ８三种，阵元
数取２０，单信号源到达角（，θ）＝（２７０°，８５°），噪声
源取零均值加性高斯白噪声。ＵＣＡＭＵＳＩＣ算法谱
估计公式为

ＰＵＣＡ－ ＭＵＳＩＣ ＝
１

ａＨ（，θ）^ＵＮＵ^ＨＮａ（，θ） （３８）
其中，ａ（，θ）的计算见式（１），^ＵＮ是对接收信号的

自相关矩阵作特征分解得到的噪声子空间特征向量
矩阵［９］。对式（３８）做二维搜索得到参数和θ的估
计值。快拍数取２００，通过１ ０００次仿真实验的统计
平均得到方位角和仰角估计的标准差随信噪比变化
的曲线，如图６所示。

图６ 方位角和仰角估计误差随信噪比变换曲线
Ｆｉｇ．６ Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ａｚｉｍｕｔｈ ａｎｄ

ｅｌｅｖａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｖｅｒｓｕｓ ＳＮＲ

仿真结果表明，ＵＣＡＭＵＳＩＣ算法方位角和仰角
估计偏差略高于ＣＲＢ，随着信噪比的增加逐渐接近
ＣＲＢ。对不同的圆阵孔径仿真比较的结果与由ＣＲＢ
计算得到的比较结果一致。

６ 结论
本文从阵列接收信号的概率密度函数出发，给

出了均匀圆阵二维波达角估计ＣｒａｍｅｒＲａｏ界计算公
式的详细推导过程，与文献［１］给出的结论形式一
致，并以此为基础分析得出结论：方位角和仰角估计
精度随阵列孔径、阵元数、快拍数和信噪比的增加单
调递减，仰角低于１０°时仰角估计精度下降迅速，仰
角高于７０°时方位角估计精度下降速度快。ＵＣＡ
ＭＵＳＩＣ算法的ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真结果与推导得到的
ＣＲＢ进行了比较，ＵＣＡＭＵＳＩＣ的估计误差曲线略高
于ＣＲＢ且随着信噪比增加逐渐趋近ＣＲＢ。本文推
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导得到的ＣＲＢ不仅为波达角估计类算法提供了可
供参考的性能下界，圆阵设计时确定阵列参数可直
接利用ＣＲＢ公式计算，不再需要大量的Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ
仿真试验获得。
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