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双星定位系统定位精度的 Ｃｒａｍｅｒ － Ｒａｏ 下界分析
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摘要：介绍了双星时频差定位原理，在此基础上研究了在地球表面约束条件下的双星定位系统的
定位精度理论下界。利用推导的定位精度Ｃｒａｍｅｒ － Ｒａｏ下界，仿真分析了定位参数估计精度、卫星
星历、目标辐射源位置以及辐射源载波频率等因素对定位精度的影响，并给出了物理解释。定位仿
真试验结果表明，定位精度变化趋势与Ｃｒａｍｅｒ － Ｒａｏ下界一致，证明了理论推导的正确性。
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１ 引言
随着卫星通信的迅速发展，地面辐射源对卫星

的有意或无意干扰日益增加，影响了通信卫星的正
常运行。对干扰进行处理，必须首先确定干扰发射
机的位置。美、英、法等国都对卫星干扰源定位问题
展开了研究，并取得了相应成果［１ － ３］，成功地研制出
卫星干扰源定位系统，如ＴＬＳ２０００系统、ＳａｔｌＤ系统

以及ＨｙｐｅｒＬｏｃ系统。卫星受干扰事件暴露了卫星
安全方面存在的隐患，卫星干扰源定位问题已成为
当前卫星通信系统抗干扰的一项新的重要内容，国
内对该问题的研究正在兴起。同时，卫星上行信号
辐射源定位在军事上也具有重要的意义［４ － ５］。

按照定位原理的不同，对地面辐射源的定位可
以分为两大类：第一类采用空中／空间平台作为定位
设备载体。对于高轨或者同步卫星，通常采用星载
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的阵列天线，利用方向图变化特性进行定位。对于
低轨卫星或者飞机等快速移动平台，通常采用接收
频率的多普勒效应，形成测量轨迹。第二类主要利
用地面平台进行处理，卫星只是进行简单的信号转
发。对于合作用户的定位，可以通过伪码测距与测
时差结合的方法，获得几十米的定位精度，如ＧＰＳ
定位系统和我国自行研制的“北斗”导航定位系统。
对于非法用户和干扰辐射源，则通常利用双星体制
形成的到达时间差和多普勒频率差进行定位。

在双星定位方面，国外起步较早，先后开展了利
用连续波信号和调制信号的到达信号多普勒频差
（Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ Ｏｆｆｓｅｔ，ＤＦＯ）和到达时间差（Ｄｉｆ
ｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｔｉｍｅ Ｏｆｆｓｅｔ，ＤＴＯ）定位技术研究，Ｄ．Ｐ． Ｈａｗｏｒｔｈ
等分析设计了系统模型与框架，最终采用了时差／频
差组合定位体制，并通过引入参考信号提高定位精
度［２］。Ｋ． Ｃ． Ｈｏ和Ｙ． Ｔ． Ｃｈａｎ等人长期以来从事辐
射源时差、时差／频差定位的原理研究，推导了一种迭
代算法和方程的线性化方法，使得在一些定位问题
中，能避免发散和计算量大的弊端［３］。本文主要对双
星时频差定位体制的卫星上行信号辐射源定位系统
进行研究，分析定位参数测量误差与定位误差之间的
传递关系，推导分析出定位精度的Ｃｒａｍｅｒ － Ｒａｏ下界
（Ｃｒａｍｅｒ － Ｒａｏ Ｌｏｗｅｒ Ｂｏｕｎｄ，ＣＲＬＢ）。

２ 定位原理
图１给出了双星定位的原理示意图。双星定位

系统实现对地面卫星上行辐射源定位利用了两颗在
空间彼此靠近的同步卫星，其中目标辐射源通信利
用的卫星称之为主星，在主星邻近位置用于辅助定
位的卫星称之为邻近星。由于发射机的天线特性，
波束主瓣对准主星，而波束副瓣则指向邻近星。

图１ 双星定位原理示意图
Ｆｉｇ．１ Ｄｕａｌ － ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｇｅｏｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ

由于主星和邻星处于不同的位置，因此地面站
接收到的两颗卫星的转发信号有不同的时延，形成
到达时间差ＤＴＯ；同时，由于两颗同步卫星的漂移存
在一定的运动速度，卫星速度矢量在目标源与地面
接收站之间的径向方向上的投影不同，形成多普勒
频差ＤＦＯ。设地面站接收的主星信号、邻星信号分
别为ｓ１（ｔ）、ｓ２（ｔ）。由于两路信号为同源信号，因此
利用互模糊函数
Ａ（τ，ｆｄ）＝∫

Ｔ ／２

－ Ｔ ／２
ｓ１（ｔ）·ｓ２ （ｔ ＋τ）ｅ－ ｊ２πｆｄｔｄ ｔ （１）

可以实现对时差参数τ（ＤＴＯ）以及多普勒频差参数
ｆｄ（ＤＦＯ）的无偏估计［６ － ７］。
利用时频差定位参数估计值，根据图１中的几

何关系可以建立定位方程：
Ｄｔｏ ＝

１
ｃ ［（ｌ２ ＋ ｌｍ２）－（ｌ１ ＋ ｌｍ１）］＝
１
ｃ （ ｒｓ２ － ｒ ＋ ｒｓ２ － ｒｍ２ － ｒｓ１ － ｒ － ｒｓ１ － ｒｍ１ ）

（２）
Ｄ ｆｏ ＝ －

ｆｕ
ｃ ｖｓ２·ｕ２（ｒ）－

ｆｕ － ｆＴ
ｃ ｖｓ２·ｕ２（ｒｍ２）＋

ｆｕ
ｃ ｖｓ１·ｕ１（ｒ）＋

ｆｕ － ｆＴ
ｃ ｖｓ１·ｕ１（ｒｍ１） （３）

式中，ｒ、ｒｍ１、ｒｍ２是目标辐射源和主星、邻星接收站
在地心坐标系中的位置矢量，ｒｓ１、ｒｓ２是主星、邻星在
地心坐标系中的位置矢量，ｃ是光速，ｆｕ是目标信号
源的信号频率，Ｄ ｔｏ、Ｄ ｆｏ是目标辐射源对两颗卫星的
时间差和频率差，ｖｓ１、ｖｓ２是主星和邻星的速度矢量，
ｕｉ是从目标辐射源到卫星位置矢量ｒｓｉ的单位矢量，
ｕ１（ｒｍ１）和ｕ２（ｒｍ２）是接收站位置矢量ｒｍ１、ｒｍ２分别
到卫星位置矢量ｒｓ１、ｒｓ２的单位矢量。

在式（２）和式（３）中，从卫星到地面接收站的距
离差和频率差可以根据星历计算，因此可以只使用
上行链路的斜距差（ＤＳＲ）和斜距差的变化率
（ＤＳＲＲ）来表示［１ － ２，８］。式（２）和式（３）可简化为
ＤＳＲ ＝ ｌ２１ ＝ ｌ２ － ｌ１ ＝ ｒｓ２ － ｒ － ｒｓ１ － ｒ ＝ ｃ·Ｄｔｏ，ｕｐｌｉｎｋ

（４）
ＤＳＲＲ ＝ ｖ２１ ＝ －

ｃ
ｆｕ
Ｄ ｆｏ，ｕｐｌｉｎｋ ＝ ｖｓ２·ｕ２ － ｖｓ１·ｕ１ （５）

对于确定的卫星星历，由某一个Ｄ ｔｏ，ｕｐｌｉｎｋ值确定
的轨迹是一个双曲面，与地球面可相交出一条曲线，
称之为时差位置线（ＤＴＯ － ＬＯＰ）；与Ｄ ｔｏ，ｕｐｌｉｎｋ类似，
Ｄ ｆｏ，ｕｐｌｉｎｋ测量的结果也可以在地球上画出一条位置

·５３６·

第５２卷 严航等：双星定位系统定位精度的Ｃｒａｍｅｒ － Ｒａｏ下界分析 第５期



线，称之为频差位置线（ＤＦＯ － ＬＯＰ），由两条位置线
（Ｌｉｎｅ ｏｆ Ｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＬＯＰ）的交点可以确定目标辐射源
的位置，如图２所示。

图２ 时差及频差位置曲线示意图
Ｆｉｇ．２ Ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ＬＯＰｓ

３ 定位精度的ＣＲＬＢ分析
任意无偏估计量的估计误差方差即均方误差

（ＭＳＥ）都不能低于某个下界，这就是Ｃｒａｍｅｒ － Ｒａｏ下
界（ＣＲＬＢ）。它是根据信息论准则确定的，与估计方
法没有关系。对于一般高斯情况下的ＣＲＬＢ以及矢
量变换的ＣＲＬＢ有以下结论。

引理１ 一般高斯情况下的ＣＲＬＢ［９］
假设ｘ ～ Ｎ（μ（θ），Ｃ（θ）），则关于θ的Ｆｉｓｈｅｒ

信息矩阵
［Ｊ（θ）］ｉｊ ＝ μ（θ）θ[ ]

ｉ

Ｔ
Ｃ － １（θ）μ（θ）θ[ ]

ｊ
＋

１
２ ｔｒ Ｃ

－ １（θ）Ｃ（θ）θｉ Ｃ
－ １（θ）Ｃ（θ）θ[ ]

ｊ
（６）

引理１推论当Ｃ（θ）与估计参数矢量θ无关
时，则关于θ的Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵可以简化为

Ｊ（θ）＝μ（θ）
Ｔ

θＣ － １μ（θ）
θＴ （７）

引理２ 矢量参数变换的ＣＲＬＢ［９］
设估计矢量α＝ ｇ（θ），则α的无偏估计值^α的

协方差矩阵满足
Ｃα^－
ｇ（θ）
θＪ － １（θ）ｇ（θ）θ

Ｔ
≥０ （８）

其中，ｇ（θ）
θ是雅克比（Ｊａｃｏｂｉａｎ）矩阵。

为了公式推导方便，本文首先对一些物理量进
行定义和描述。设定位参数矢量为θ，其表达形式
如下：

θ＝ ＤＳＲ Ｄ[ ]ＳＲＲ
Ｔ ＝［ｃＤ ｔｏ － ｃＤ ｆｏ ／ ｆｕ］Ｔ （９）

式中，Ｄ ｔｏ是时差的无偏估计，服从均值为Ｄ０ｔｏ、方差
为σ２Ｄ ｔｏ的高斯分布；Ｄ ｆｏ是频差的无偏估计，服从均
值为Ｄ０ｆｏ，方差为σ２Ｄ ｆｏ的高斯分布。两者相互独立，
则θ～ Ｎ（θ０，Ｑ）。其中

θ０ ＝ Ｅ（θ）＝［Ｄ０ＳＲ，Ｄ０ＳＲＲ］ （１０）
Ｑ ＝ Ｅ［（θ－θ０）Ｔ（θ－θ０）］ （１１）

设ｐ（θ；ｒ）是以目标位置矢量（估计矢量）ｒ ＝
[ ]ｘ ｙ ｚ Ｔ为条件的似然函数，其表达式如下：
ｐ（θ；ｒ）＝ １

２πＱ １ ／ ２ｅｘｐ －
１
２ （θ－θ０（ｒ））ＴＱ － １（θ－θ０（ｒ[ ]））

（１２）
由于目标辐射源在地球表面，因此本问题实质

为约束条件下的Ｃｒａｍｅｒ － Ｒａｏ下界的推导分析。定
义矢量ｒ１ ＝ [ ]ｘ ｙ Ｔ， ｒ ＝ [ ]ｘ ｙ ｚ Ｔ ＝

ｒ１ ｚ（ｒ１[ ]）Ｔ，由地球表面方程ｒＴ ｒ ＝ Ｒ２可以得到
ｚ（ｒ１），并且满足下列关系：

ｚ（ｒ１）
ｒＴ１

＝ － １
ｚ（ｒ１）ｒ

Ｔ
１ （１３）

将ｚ（ｒ１）代入式（１２）可以得到以ｒ１为条件的似
然函数，其表达式如下：
ｐ（θ；ｒ１）＝ １

２πＱ １／ ２ｅｘｐ －
１
２ （θ－θ０（ｒ１））ＴＱ －１（θ－θ０（ｒ１[ ]））

（１４）
由引理１推论，利用式（１４），可以计算得到关于

估计矢量ｒ１的Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵

Ｊ（ｒ１）＝ （θ
０（ｒ１））Ｔ
ｒ１

Ｑ － １θ
０（ｒ１）
ｒＴ( )
１ ｒ１ ＝ ｒ

０
１

（１５）

θ０
ｒＴ１

＝ Ｄ
０
ＳＲ

ｒ１
Ｄ０ＳＲＲ
ｒ[ ]
１

Ｔ
（１６）

其中：
Ｄ０ＳＲ
ｒＴ１

＝［－（ｕ２ － ｕ１）］ＴＭ ＝Ｄ
０
ＳＲ

ｒＴ
Ｍ （１７）

Ｄ０ＳＲＲ
ｒＴ１

＝
Ｄ０ＳＲＲ
ｒＴ

Ｍ （１８）

Ｄ０ＳＲＲ
ｒＴ

＝ － １
ｒｓ２ － ｒ

［ｖｓ２ －（ｖｓ２·ｕ２）ｕ２］Ｔ ＋
１
ｒｓ１ － ｒ

［ｖｓ１ －（ｖｓ１·ｕ１）ｕ１］Ｔ （１９）

Ｍ ＝ ｒ
Ｔ
１

ｒ１
ｚ（ｒ１）
ｒ[ ]
１

Ｔ
（２０）
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将式（１６）、（１７）以及（１８）代入式（１５）中，可以得
到Ｊ（ｒ１）的表达式：

Ｊ（ｒ１）＝ ＭＴ（θ０（ｒ））Ｔ
ｒ

Ｑ － １θ０（ｒ）
ｒＴ( )Ｍ

ｒ ＝ ｒ０

（２１）
由于ｒ ＝ ｇ（ｒ１）＝ ｒＴ１ ｚ（ｒ１[ ]）Ｔ，则根据引理２

可以得到ｒ关于ｒ１的雅克比矩阵，其表达式如下：
ｇ（ｒ１）
ｒＴ１

＝ ｒ
Ｔ
１

ｒ１
ｚ（ｒ１）
ｒ[ ]
１

Ｔ

＝ Ｍ （２２）
由引理２结论，可以推出ｒ估计值^ｒ的协方差

矩阵满足
Ｃ（^ｒ）３ × ３≥Ｃ

式中，矩阵Ｃ表达式如下：
Ｃ ＝ Ｍ ＭＴ（θ０（ｒ））Ｔ

ｒ
Ｑ － １θ０（ｒ）

ｒＴ
[ ]Ｍ － １

ＭＴ ＝

Ｍ［ＭＴＪｕｃ（ｒ）Ｍ］－ １ＭＴ ｒ ＝ ｒ０ （２３）
式中，Ｊｕｃ（ｒ）为非约束条件下的Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵，其
表达式如下：

Ｊｕｃ（ｒ）＝（θ
０（ｒ））Ｔ
ｒ

Ｑ － １θ０（ｒ）
ｒＴ

（２４）
由引理２及矩阵Ｃ可以得到估计量^ｒ在直角坐

标系３个方向上估计量的ＣＲＬＢ，其分别为矩阵Ｃ
的３个对角元素。估计量^ｒ 的最小均方误差为
ＭＳＥ （^ｒ）ｍｉｎ ＝ ｔｒ（Ｃ）。通过坐标变换矩阵以及矢量参
数变换的ＣＲＬＢ定理，可以得到目标辐射源在径向、
东西方向以及南北方向的定位精度ＣＲＬＢ。

４ 仿真实验与分析
在理论推导的基础上，利用某两颗卫星的真实

星历（２４ ｈ星历，两个星历之间的时间间隔为１ ｍｉｎ），
仿真分析卫星星历变化、定位参数估计精度变化以
及目标辐射源位置变化对定位精度的影响。

在辐射源位置不变，时差估计精度为５μｓ，频差
估计精度为１０ ｍＨｚ条件下，图３给出了随星历改变
（定位时刻改变），在目标辐射源所处地理位置的东
西方向、南北方向以及径向方向上的定位精度ＣＲＬＢ
的变化趋势仿真分析图。仿真结果表明，不同的星
历参数下，定位精度的ＣＲＬＢ变化明显，并存在最大
峰，我们称之为定位盲时，并且定位误差主要来源于
东西与南北方向的误差，径向定位误差相对很小。

国外学者给出的定位误差分析，通过近似处理的方
法忽略了径向误差，具有一定的合理性，但从理论角
度分析不够严谨与全面。

图３ 定位精度随星历变化的趋势
Ｆｉｇ．３ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｌｏｃａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｅｐｈｅｍｅｒｉｄｅｓ

图４和图５是在星历参数确定（某一定位时刻）
条件下，给出定位参数估计精度对定位精度ＣＲＬＢ
在东西及南北方向分量的影响。图４中时差估计精
度为５μｓ，频差估计精度在５ ～ ２００ ｍＨｚ范围变化。
可以从图中分析出频差估计精度对南北方向的定位
精度的影响大于东西方向。图５中频差估计精度
５０ ｍＨｚ，时差估计精度在１ ～ ５０μｓ范围变化，同样可
以分析出时差估计精度对东西方向的定位精度的影
响大于南北方向。这是因为频差曲线基本是东西走
向（参照图２），因此随着频差估计精度的改变，频差
位置曲线会在真实频差位置曲线作南北方向近似平
移，即在时差估计精度确定的情况下（即时差位置曲
线固定）频差估计精度对南北方向的定位精度影响
较大；时差位置曲线与之相反，因此时差估计精度对
东西方向的定位精度影响较大。

图４ 频差估计精度对定位精度的影响
Ｆｉｇ．４ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ＤＦＯ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ

ａｎｄ ｌｏｃａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ
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图５ 时差估计精度对定位精度的影响
Ｆｉｇ．５ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ＤＦＯ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ

ａｎｄ ｌｏｃａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ

在卫星星历以及定位参数估计精度确定的条件
下，图６给出对不同位置的辐射源进行定位的定位
精度ＣＲＬＢ。从图６可以分析出，辐射源所处地理位
置对定位精度的影响很大，其本质是ＧＤＯＰ的改变
造成对定位精度的影响。有关ＧＤＯＰ的计算可以从
ＣＲＬＢ的推导公式中得到。通过对公式进一步分析
可以得知，在时差、频差梯度较大以及时差曲线与频
差曲线较大的区域定位精度较高。图７给出了定位
误差达到１ ０００ ｋｍ以上条件下，目标辐射源所处的
地理位置，这些区域我们称之为定位盲区。

图６ 不同定位精度的辐射源位置分布图
Ｆｉｇ．６ ＧＤＯＰ ｏｆ ａｎ ａｒｅａ ｏｎ ｔｈｅ ｅａｒｔｈ′ｓ ｓｕｒｆａｃｅ

图７ 定位盲区仿真示意图
Ｆｉｇ．７ Ｂｌｉｎｄ ａｒｅａ ｆｏｒ ｌｏｃａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

图８给出了载波频率在某频率为中心、１０ ＧＨｚ
范围内变化时，定位精度的变化情况。

图８ 载波频率对定位精度的影响
Ｆｉｇ．８ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｎｄ ｌｏｃａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ

由于频差与载波频率息息相关，频差的梯度随
着载波频率增大而增大，同时根据图４分析的结果
得知，频差精度对南北方向的影响较大，因此可以得
出随着载波频率的增大定位精度将提高，尤其是南
北方向的定位精度较东西方向将明显提高，这与图
８所反映的信息一致。

５ 结论
本文在介绍双星定位原理的基础上，详细推导

了在地球表面方程约束条件下的双星定位系统定位
精度的ＣＲＬＢ公式。仿真结果表明，定位精度受定
位参数估计精度、卫星星历、载波频率以及辐射源位
置等因素影响，文中就各因素对定位精度的影响给
出了物理解释。本文对定位精度的ＣＲＬＢ分析，可
为定位系统指标设计与系统性能评估提供理论基
础。同时，本文对定位盲时段与定位盲区域的展开
分析，为定位系统选择最佳定位时间与最佳卫星组
合提供了依据。
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Ｈｉｓ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｃｏｎｃｅｒｎｓ ｓｉｇｎａｌ ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ａｎｄ ｐａｓｓｉｖｅ ｌｏｃａｔｉｏｎ．

Ｅｍａｉｌ：ｙａｎｈａｎｇ－ ５７＠ ｓｉｎａ． ｃｏｍ
姚山峰（１９８６—），男，四川安岳人，２０１１年于西南电子电

信技术研究所获硕士学位，主要研究方向为信号检测、无源
定位。

ＹＡＯ Ｓｈａｎ － ｆｅｎｇ ｗａｓ ｂｏｒｎ ｉｎ Ａｎｙｕｅ，Ｓｉｃｈｕａｎ Ｐｒｏｖｉｎｃｅ，ｉｎ
１９８６． Ｈｅ ｒｅｃｅｉｖｅｄ ｔｈｅ Ｍ． Ｓ． ｄｅｇｒｅｅ ｆｒｏｍ Ｓｏｕｔｈｗｅｓｔ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ ａｎｄ
Ｔｅｌｅｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｉｎ ２０１１． Ｈｉｓ ｒｅ
ｓｅａｒｃｈ ｃｏｎｃｅｒｎｓ ｓｉｇｎａｌ ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｐａｓｓｉｖｅ ｌｏｃａｔｉｏｎ．

Ｅｍａｉｌ：

櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂櫂

ｙａｏ２００４ｊｅｓｓｉｃａ＠１６３． ｃｏｍ

勘 误

本刊２０１２年第４期第５６８页“Ｆｉｇ ． ２ Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇ ｄａｔａ ｐａｒｅｌｌｅｔ”应为“Ｆｉｇ ． ２ Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇ
ｐａｒａｌｌｅｌ ｄａｔａ”，第４７７页作者英文简介末尾应添加“．”，第４７９页左栏第３行中上标［１１５］、第４８１页表１下第一
行中上标［１３］应去掉，特此更正。
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