
文章编号：１００１ － ８９３Ｘ（２０１２）０３ － ０３１８ － ０５

一种基于矩阵三对角化分解的 ＤＯＡ估计算法

邱新建１，２，山拜·达拉拜１，薛凤凤３
（１．新疆大学信息科学与工程学院智能信号处理实验室，乌鲁木齐８３００４６；

２．解放军６８２０７部队，甘肃酒泉７３５０００；３．空军工程大学电讯工程学院，西安７１００７７）

摘要：针对ＤＯＡ（Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ Ａｒｒｉｖａｌ）估计在低信噪比的情况下估计性能下降的问题，根据阵列协方
差矩阵共轭对称的特点，采用基于Ｇｉｖｅｎｓ变换的三对角化分解方法对协方差矩阵进行三对角化，同
时利用盖氏（Ｇｅｒｓｃｈｇｏｒｉｎ）圆递推方法准确估计信号子空间的秩，然后再对三对角矩阵进行对角化，估
计出噪声子空间，利用噪声子空间与导向矢量正交实现波达方向估计，改善了低信噪比背景下估计
的误差性能和稳健性。计算机仿真证明了算法的有效性。
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１ 引言
波达方向估计现在已经被广泛应用于通信、雷

达、声纳等众多领域，最常用的算法是Ｓｃｈｍｉｔ提出的

多重信号分类（Ｍｕｌｔｉｐｌｅ Ｓｉｇｎａｌ Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ，ＭＵＳＩＣ）
算法［１］。对ＭＵＳＩＣ算法进行改进的算法很多，这些
算法步骤大致相同，都需要先对阵列的协方差矩阵
进行特征分解，通过比较分解得到的特征值的数值
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大小来分离信号子空间和噪声子空间，然后利用噪
声子空间与信号导向矢量的正交特性来估计信号到
达方向。当在低信噪比时协方差矩阵特征值的扰动
会非常大，分离信号子空间与噪声子空间将变得很
困难，估计得到的值方差很大，往往难以满足实际要
求。文献［２ － ３］通过引入多级维纳滤波器（Ｍｕｌｔｉ －
ｓｔａｇｅ Ｗｉｅｎｅｒ Ｆｉｌｔｅｒ，ＭＳＷＦ）提高了ＤＯＡ估计的抗噪
性能和分辨率，但该类算法依赖于参考信号的先验
知识，而在实际中先验知识很难得到。文献［４ － ５］
将生物进化算法与ＤＯＡ估计问题结合起来，有效地
克服了噪声的影响，但是生物进化算法计算量大，一
方面很难满足实时要求，同时也难将这种算法向多
维方面推广，应用范围有限。

本文通过分析样本协方差矩阵，采用三对角化
分解等一些数学工具，能够降低估计方差，同时提高
噪声子空间估计值的准确度，尤其在低信噪比的情
况下性能更优越。

２ 信号模型
信号模型如图１所示，阵列为Ｎ元直线阵，阵

元间距为ｄ，假设阵元均为各向同性阵元，Ｐ个信号
入射到阵列天线，入射角为θｉ（ｉ ＝ １，２，…，Ｐ），则阵
列数据可表示为

Ｘ（ｔ）＝ ∑
Ｐ

ｉ ＝ １
ａ（θｉ）ｓｉ（ｔ）＋ ｎ（ｔ） （１）

式中，ａ（θｉ）＝ ［１，ｅｊβｉ，…，ｅｊ（Ｎ － １）βｉ］Ｔ为确定性阵列
响应向量，βｉ ＝ ２πλｄｓｉｎ（θｉ），ｓｉ（ｔ）为信号的复幅度，ｉ
＝ １，２，…，Ｐ，ｎ（ｔ）为高斯白噪声。
ＲＸ ＝ Ｅ［Ｘ（ｋ）ＸＨ（ｋ）］＝ ＡＲＳＡＨ ＋σ２ Ｉ （２）

其中：
ＲＳ ＝ Ｅ［Ｓ（ｔ）ＳＨ（ｔ）］，

Ｓ（ｔ）＝［ｓ１（ｔ），ｓ１（ｔ），…，ｓＰ（ｔ）］Ｈ，
Ａ为阵列流型矩阵，σ２为噪声方差。

图１ 阵列模型
Ｆｉｇ．１ Ａｒｒａｙ ｍｏｄｅｌ

３ 算法描述
３ ．１ 对称三对角化过程

任何实方阵都可以通过初等旋转变换或者初等
反射变换正交相似于上Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵ΛΔ［６］，而阵
列协方差矩阵ＲＸ为实对称矩阵时，ＲＸ正交相似于
三对角矩阵。

证明：设Ｔ为旋转变化的正交矩阵，由已知可得：
ＴＲＸＴＨ ＝ΛΔ （３）

对式（３）两边取转置得：
ＴＲＨＸＴＨ ＝ ＴＲＸＴＨ ＝ΛＨΔ （４）

则：
ΛΔ＝ΛＨΔ （５）

所以ＲＸ只能正交相似于对称三对角矩阵。
现在设阵列协方差矩阵ＲＸ ＝ （ｒｉｊ）ｎ × ｎ，取ＲＸ

后ｎ － １个元素记为
ｒ（１）１ ＝［ｒ２１，ｒ２２，…，ｒｎ１］Ｈ

第一步：对ｒ（１）１ 进行旋转变换，变换矩阵为
Ｔ（１），且Ｔｉ形如[ ]× （ｎ － ｉ）×（ｎ － ｉ）。

Ｔ１ ｒ（１）１ ＝ ｒ（１）１ ｅ１，ｅ１∈Ｒｎ － １ （６）
１ ０
０ Ｔ[ ]

１
ＲＸ
１ ０Ｈ

０ ＴＨ[ ]
１
＝

ｒ（１）１１ ｒ（１）２１ … ０ ０

ｒ（１）２１
 Ｒ（１） 
０ ｒ（１）（ｎ － １）× ｎ

０ … ｒ（１）ｎ ×（ｎ － １） ｒ（１）ｎ ×

















ｎ

（７）

第二步：记Ｒ（ｋ）的各元素为ｒ（ｋ）ｉｊ ，取Ｒ（１）第一
列，后ｎ － ２行得ｒ（２）＝［ｒ（１）３２ ，ｒ（１）４２ ，…，ｒ（１）ｎ２］Ｈ。
１ ０
０ Ｔ[ ]

２
Ｒ（１）

１ ０Ｈ

０ ＴＨ[ ]
２
＝

ｒ（２）１１ ｒ（２）２１ … ０ ０

ｒ（２）２１
 Ｒ（２） 
０ ｒ（２）（ｎ － ２）×（ｎ － １）

０ … ｒ（２）（ｎ － １）×（ｎ － ２） ｒ（２）（ｎ － １）×（ｎ － １

















）
（８）

当第ｎ － ３步完成后Ｒ（ｎ － ３）形如：
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× × ０ ０
× × × ×
０ × × ×

０ × × ｒ（ｎ － ３）













４４

所以第ｎ － ２步如下：
１ ０
０ Ｔｎ

[ ]
－ ２
Ｒ（ｎ － ３）

１ ０Ｈ

０ ＴＨｎ
[ ]

－ ２
＝
× × ０
× × ×









０ × ×

（９）

此时达到了分解的目的，所以：
Ｉｎ － ２ ０

０ Ｔｎ
[ ]

－ ２
…Ｉ２ ０

０ Ｔ[ ]
２

１ ０
０ Ｔ[ ]

１
·

ＲＸ
１ ０Ｈ

０ ＴＨ[ ]
１

Ｉ２ ０Ｈ

０ ＴＨ[ ]
２

…Ｉｎ － ２ ０Ｈ

０ ＴＨｎ
[ ]

－ ２
＝ΛΔ （１０）

同时，令

Ｕ ＝
Ｉｎ － ２ ０

０ Ｔｎ
[ ]

－ ２
…Ｉ２ ０

０ Ｔ[ ]
２

１ ０
０ Ｔ[ ]

１

将分解得到的对称三对角矩阵表示为Ａ ＝
（ａｉｊ）ｎ × ｎ。
３ ．２ 子空间估计

记Ａ１ ＝ Ａ，则Ａ１ ＝ Ｔ１Ｒ１，将Ｔ１和Ｒ１交换即
Ａ２ ＝ Ｒ１Ｔ１，可得：

Ａ２ ＝ ＴＴ１Ａ１Ｔ１ （１１）
设Ｑ ＝ Ｔｎ － １Ｔｎ － ２，…，Ｔ１，则：

ΛΔ＝ ＱＴＡ１ ＝
× × ０ ０
０ × × ０
 ０ × ×
０ …











０ × ｎ × ｎ

（１２）

这里根据Ｇｅｒｓｃｈｇｏｒｉｎ圆定理［７］，矩阵Ａ的特征
值包含在它所有的盖氏圆的并区间内。现在根据矩
阵递推各个盖氏圆的半径。

记ΛΔ＝（ｒｉｊ）ｎ × ｎ，半径表示为ρ，盖氏圆的半径
递推算法如下。

（１）首先根据ΛΔ得出第一个半径

ρ１ ＝ ｒ１２ ｒ１１
ｒ２１１ ＋ ｒ２２槡 １

＋ ｒ２２
ｒ２１
ｒ２１１ ＋ ｒ２２槡 １

（２）ｆｏｒ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １
ｒ（ｉ）１１ ＝

ｒｉｉ
ｒ２ｉｉ ＋ ｒ２（ｉ ＋ １）槡 ｉ

ｒ（ｉ ＋ １）（ｉ ＋ １）－

ｒｉ（ｉ ＋ １）
ｒ２ｉｉ ＋ ｒ２（ｉ ＋ １）槡 ｉ

ｒｉ（ｉ ＋ １）

ρｉ ＝ ｒｉ（ｉ ＋ １）＝ ｒ
（ｉ）
１１ ＋ ｒ（ｉ ＋ １）（ｉ ＋ １）ｒ（ｉ ＋ １）ｉ
［ｒ（ｉ）１１ ］２ ＋ ｒ２（ｉ ＋ １）槡 ｉ

ｅｎｄ
通过上述算法递推得到ρｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １）

（第ｎ个元素必定为噪声特征值），则信号子空间列
数的判定准则为

ρｉ － １
ｎ － １∑

ｎ－１

ｉ ＝ １
ρｉ ＞ ０ （１３）

将ρｉ代入上式，满足条件的ｉ的取值即为信源数Ｐ。
通过分解可得算法的基本步骤如下：
第一步：对称三对角分解ＲＸ ＝ ＵＨΛΔＵ；
第二步：对角化分解ΛΔ＝ ＱＨΛＱ；
第三步：Ｖ ＝ ＱＵ得：
［ｖ１，ｖ２，…，ｖＰ］＝［ｑ１，ｑ２，…，ｑＰ］Ｕ

ＵＳ ＝ ｓｐａｎ ｖ１，ｖ２，…，ｖ{ }Ｐ

ＵＮＵＨＮ ＝ Ｉ － ＵＳＵＨＳ
第四步：由估计出的噪声子空间ＵＮ可得到信

号的空间谱为
Ｗ（θ）＝ １

ａＨ（θ）ＵＮ ２ ＝
１

ａＨ（θ）ＵＮＵＨＮａ（θ）２

其中，ａ（θ）为空间搜索角度的导向矢量。

４ 仿真实验
在Ｍａｔｌａｂ ２０１０ｂ平台下编程，从均方根误差、算法

的稳健性和分辨率３个方面来证明本文算法的有效
性，分别比较文献［１］中的ＭＵＳＩＣ算法、文献［２ － ３］中
的ＭＳＷＦ算法，以及文献［４ － ５］中的基于粒子群的算
法，下面将其表示为ＰＯ（Ｐａｒｔｉｃｌｅ Ｓｗａｒｍ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ）算
法。实验中阵列为８个阵元的均匀直线阵，且阵元各
向同性，阵元间距为半波长。信号从｛－ ２０°，０°，２０°｝３
个方向入射，噪声为时空高斯白噪声。
４ ．１ 均方误差实验

图２为在不同信噪比的情况下４种算法估计的
均方根误差比较，快拍数为２５６。从图中可以看出，
当信噪比高于０ ｄＢ时，４种算法的误差性能基本相
同；当信噪比低于－ ５ ｄＢ时，本文算法的性能明显优
于其余３种算法，这说明本文算法降低了对噪声的
敏感性，当信噪比在０ ｄＢ到１５ ｄＢ之间时，本文算法
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和ＭＳＷＦ算法的性能优于其余两种算法，这充分说
明了本文算法的有效性。

图２ 不同信噪比时均方根误差比较
Ｆｉｇ．２ Ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｅｒｒｏｒ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ＳＮＲ

４ ．２ 快拍数影响实验
通过快拍数和谱峰搜索失败概率来衡量本文算

法的数值稳健性。快拍数对均方根误差的影响反映
的是算法在阵列协方差矩阵估计不准确的情况对估
计结果的影响，谱峰搜索失败概率反映的是在噪声
干扰的情况下算法对子空间估计的准确程度的依
赖，从图３可以看出，在低信噪比时本文算法的性能
最先开始好转，当信噪比上升至０ ｄＢ时，ＭＳＷＦ算法
的性能与本文算法相当，且优于其余两种算法。

图３ 不同信噪比时失败概率比较
Ｆｉｇ．３ Ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ＳＮＲ

将信噪比变为－ ５ ｄＢ，其余仿真条件不变，图４
为快拍数对均方根误差的影响。仿真结果表明数据
在１５０次快拍数以下时，本文算法表现出了很好的性
能，优于ＭＳＷＦ算法；当高于１５０次快拍时两者性能
相当，可以看出本文算法的稳健性远高于其他算法。

图４ 不同快拍数时的均方根误差比较
Ｆｉｇ．４ Ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｅｒｒｏｒ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｎａｐｓ

４ ．３ 分辨率实验
将信号源设置成两个，入射角度为｛４５°，５０°｝，为

了减少噪声对估计结果的影响，将信噪比调整为
１５ ｄＢ。采样快拍数为２５６，图５显示了各种算法对５°
差异的两个信号的分辨能力。从图中可以看出，本文
算法的谱峰最“尖锐”，能完全分辨两个信号，其余算
法的性能都有下降，ＰＯ算法已无法分辨两个信号。

图５ 分辨率比较
Ｆｉｇ．５ Ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

５ 结论
本文抓住了低信噪比时ＤＯＡ估计性能差的关

键，即大的噪声方差对子空间构成了很大的扰动，给
估计值造成很大的方差，使从分解得到的特征值中
无法正常估计噪声子空间，通过使用三对角化分解
和Ｇｅｒｓｃｈｇｏｒｉｎ圆理论递推出圆的半径，从而获得了
较好的子空间估计结果，降低了特征值的方差。仿
真表明，本文算法在误差性能、稳健性和分辨率方面
取得了很好的效果，说明本文对ＤＯＡ估计算法的改
进是有效的。本文算法也还存在很多改进之处：

（１）ＤＯＡ估计的性能与所采用的阵型有很大的
·１２３·
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关系，本文算法是在最基本的平面阵列的基础上进
行的，对于其他的阵列性能如何，需要进一步分析和
仿真；

（２）本文算法的计算量比ＭＵＳＩＣ算法略大，在
实时性要求高的系统中可能会满足不了要求。

总之，如何既要满足低方差、高稳健性、高分辨
率而又要提高实时性是谱估计研究的屏障，作者将
在这方面进行深入的研究。
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