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基于到达角误差约束的稳健宽带波束合成算法
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（清华大学航天航空学院，北京１０００８４）

摘要：针对阵列天线存在系统误差的情况，在Ｆｒｏｓｔ结构的基础上提出了一种改进的稳健宽带波束
合成算法。该算法以信号到达角（ＤＯＡ）误差为约束条件合成期望信号，并把滤波器优化设计转化为
凸优化问题，使用内点迭代法有效解决，进一步使得期望的信号响应具有一定的波动性，从而使得更
多的自由度应用在干扰和噪声的抑制上，达到优化加权制的目的。仿真结果表明，当系统存在一定
的ＤＯＡ误差、幅相误差和位置误差时，所提出的宽带波束合成算法获得的信干噪比（ＳＩＮＲ）比ｗｏｒｓｔ －
ｃａｓｅ约束算法提高约１ ～ ３ ｄＢ。
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１ 引言
波束合成是一种空域滤波，它可以应用在雷达、

声纳、无线通信等系统中，其主要作用是接收特定方
向的信号，并且削弱其它方向的干扰。在文献［１，２］

中，稳健的复数加权算法能够实现窄带信号的波束
合成。但是随着接收信号的带宽越来越大，天线阵
接收的信号之间不满足相位差的关系，如果直接使
用复数加权方法，信号可能会发生畸变。相对复数
加权，Ｆｒｏｓｔ［３，４］结构是针对宽带信号的波束合成器。
在文献［３］中，假设期望信号方向为线性阵元的法线

·５５·

第５１卷第１０期
２０１１年１０月

电讯技术
Ｔｅｌｅｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ

Ｖｏｌ ．５１ Ｎｏ．１０
Ｏｃｔ． ２０１１

 收稿日期：２０１１ － ０４ － ２９；修回日期：２０１１ － ０７ － ０６
基金项目：国家自然科学基金资助项目（６０９７２０２１）；国家重点基础研究发展规划（９７３计划）项目（２００８ＢＡＨ２５Ｂ０３）；创

新研究群体科学基金项目（６１０２１００１）
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ Ｉｔｅｍ：Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（Ｎｏ． ６０９７２０２１）；Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｎ Ｋｅｙ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ

Ｐｒｏｊｅｃｔ （９７３ Ｐｒｏｇｒａｍ）（２００８ＢＡＨ２５Ｂ０３）；Ｔｈｅ Ｆｕｎｄｓ ｆｏｒ Ｃｒｅａｔｉｖｅ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｇｒｏｕｐｓ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（Ｎｏ．６１０２１００１）



方向，这样的假设在实际当中往往不成立。后来，有
作者提出了对Ｆｒｏｓｔ方法的修正方法［５］，其重要思想
是增大波束主瓣宽度，从而减小宽带波束合成方法
对于信号达到方向的敏感性。但是在实际系统中，
往往存在ＤＯＡ误差、阵元幅相不一致、互耦误差、位
置误差等多种系统误差，从而导致阵列响应失配。
在系统误差较大时文献［５］的方法可能会失去作用。

在Ｆｒｏｓｔ结构的基础上，稳健的宽带波束合成算
法是研究的热点［６，７］。一种稳健的宽带波束合成算
法是带有对角加载的ＬＣＭＶ算法［６］。但是该算法存
在加载量不确定，并且算法无法适应信号ＳＮＲ较高
的情形。另一种典型的稳健波束合成算法是ｗｏｒｓｔ
－ ｃａｓｅ约束算法［７］，这种算法可以提高波束合成的
稳健性。但是，当期望信号ＳＮＲ较高时，该算法对
噪声的抑制不够大，导致高ＳＮＲ时合成信号的信干
噪比（ＳＩＮＲ）相对ＳＮＲ提高程度不够大。针对这种
情况，本文提出了一种改进的稳健宽带波束合成算
法，该算法的设计原理是增加ＤＯＡ误差约束，使得
期望信号在一定方向内的幅度响应大于１，并且使
信号响应具有一定的波动，从而使得更多的自由
度［８］来抑制干扰和噪声，达到提高波束合成ＳＩＮＲ的
目的。

２ Ｆｒｏｓｔ波束合成器的结构和原理
在Ｍ个均匀线阵中，阵元接收信号向量为

ｘ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｉ（ｔ）＋ ｎ（ｔ） （１）
式中，ｓ（ｔ）是期望的信号，ｉ（ｔ）是干扰，ｎ（ｔ）是噪
声。假定信号与阵元法线方向夹角为θ，则阵元ｍ
相对于参考阵元的延迟为

τｍ ＝（ｍ － １）ｄｓｉｎθ／ ｃ （２）
在式（２）条件下，第ｍ个阵元接收信号为
ｓｍ（ｔ）＝ ｓ（ｔ －τｍ）ｅ － ｊ２πｆ０τｍ≈ ｓ（ｔ）ｅ － ｊ２πｆ０τｍ （３）
假设信号频段在Ｋｕ频段，所以一般说来，信号

载频ｆ０ ＞＞ Ｂ，故ｓ（ｔ －τｍ）≈ ｓ（ｔ）成立［９］。在这种
条件下，式（１）离散化，得到

ｘ（ｋ）＝ ｓ（ｋ）ａ ＋ ｉ（ｋ）＋ ｎ（ｋ） （４）
其中，ａ为阵列响应向量，其表达式为

ａ ＝［１，ｅ － ｊ２πｆ０ｄｓｉｎθ／ ｃ，…，ｅ － ｊ２πｆ０（ｍ － １）ｄｓｉｎθ／ ｃ］Ｔ
当Ｂ ＞ ０ ．１ ｆ０时，此时信号为宽带信号，式（３）不

成立，此时的复数加权方法如果直接应用于宽带波
束合成，信号会产生畸变。对于宽带信号，一般采用

如图１所示的Ｆｒｏｓｔ结构来实现宽带波束合成［３ － ５］。
Ｆｒｏｓｔ结构由两部分组成：一部分是延时补偿，

可以通过采样周期的整数倍补偿或者通过分数时延
滤波器来实现，目的是为了叠加期望信号以最大程
度地获得期望信号的能量；另一部分是分数时延后
面的加权器，其作用是抑制噪声和干扰。

图１ Ｆｒｏｓｔ结构的波束合成器
Ｆｉｇ．１ Ｔｈｅ ｂｅａｍｆｏｒｍｅｒ ｗｉｔｈ Ｆｒｏｓｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

设计分数时延滤波器时，在第ｍ个阵元，其时
间延迟为τｍ（θ），为了保证补偿器延时为正，补偿器
一般延时为

Ｔｍ ＝ Ｔ０ －τｍ（θ） （５）
式中，ｍ ＝ １，２，…，Ｍ；Ｔ０ ＝ Ｍｄ ／ ｃ。

设计延时补偿器，使其群时延满足式（５）就可以
得到分数时延滤波器［９，１０］。在延时补偿器和加权器
的共同作用下，Ｆｒｏｓｔ结构的波束合成器的响应为

Ｈ（θ，ｆ）＝ ｗＴｄ（ｆ）Ｄ（ｆ）ａ（ｆ，θ） （６）
其中：

ｄ（ｆ）∈ＣＬ × １，［ｄ（ｆ）］ｌ ＝ ｅ－ ｊ２πｆ（ｌ － １）Ｔ
Ｄ（ｆ）∈ＣＭ × Ｍ，Ｄ（ｆ）＝ ｄｉａｇ（ｅ － ｊ２πｆＴｍ）
ａ（ｆ，θ）∈ＣＭ × １，［ａ（ｆ，θ）］ｍ ＝ ｅｊ２πｆτｍ（θ）

ＷＴ ＝［ｗＴ１，ｗＴ２，…，ｗＴＬ］
［ｗｌ］ｍ ＝ ｗ（（ｌ － １）Ｍ ＋ ｍ）

式中，表示克罗内克积；ｍ ＝ １，２，…，Ｍ；ｌ ＝ １，２，
…，Ｌ。

３ 增加ＤＯＡ误差约束的稳健宽带波束合成
对于图１的波束合成器，为了使得信号全通需

要期望方向信号幅度响应为１［３］，这种算法便是
ＬＣＭＶ算法：

ｍｉｎ ｗＴＲｘｘｗ
·６５·
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ｓ ． ｔ ． ｜ Ｈ（ｆ，θ０）｜ ＝ １ （７）
在延时补偿精确的条件下，可以使得加权器系

数某一列和为１。这样式（７）的频域表达式可以转
化为时域表达式：

ｍｉｎ ｗＴ Ｒｘｘｗ

ｓ ． ｔ ． ＣＴｗ ＝ ｇ （８）
式中，ＩＬ是单位阵，１Ｍ是Ｍ个１组成的列向量；Ｃ ＝
ＩＬ１ＴＭ，ｇ ＝［１，…，０］Ｔ。解上式，可以得到最优解：

ｗｏｐｔ ＝ Ｒ － １ｘｘ Ｃ（ＣＴＲ － １ｘｘ Ｃ）－ １ｇ （９）
由于系统误差的存在，需要稳健的波束合成算

法。一种加强宽度波束合成鲁棒性的算法是对角加
载［６］。带有对角加载的ＬＣＭＶ算法的优化函数为

ｍｉｎ ｗＴ（Ｒｘｘ ＋γＩ）ｗ
ｓ ． ｔ ． ＣＴｗ ＝ ｇ （１０）

解上式，可以得到最优解：
ｗｏｐｔ ＝（Ｒｘｘ ＋γＩ）－ １Ｃ（ＣＴ（Ｒｘｘ ＋γＩ）－ １Ｃ）－ １ｇ

（１１）
这样在惩罚因子γ的作用下，波束合成器对于

白噪声的抑制能力加强，对于干扰的抑制能力减弱，
这样当系统误差存在时，对于期望信号的抑制就会
减弱，从而增强宽带波束合成的稳健性。对角加载
虽然可以使得宽带波束合成的稳健性增强，但却存
在加载量不确定的问题。

在实际中由于测向获得的ＤＯＡ有一定的误差，
同时，当接收的信号是运动目标时，波束合成需要对
ＤＯＡ误差有一定的稳健性［８，１１］。基于这个原理，本
文设计了ＤＯＡ约束下的宽带波束合成算法。

信号的ＤＯＡ为θ，此时Δθ为到达角的变化范
围。对于阵列响应矢量，由泰勒展开得到：

ａ（ｆ，θ＋Δθ）＝ ａ（ｆ，θ）＋ ａ′（ｆ，θ）Δθ＝
ａ（ｆ，θ）＋Δθｄｃ ｃｏｓθ（－ ｊ２πｆ）ａ（ｆ，θ）·ｍ ＝
ａ（ｆ，θ）·［１Ｍ ＋Δθｄｃ ｃｏｓθ（－ ｊ２πｆ）ｍ］

（１２）
其中，ｍ ＝［０，１，…，Ｍ － １］Ｔ。代入式（６），可以得到：
Ｄ（ｆ）ａ（ｆ，θ＋Δθ）＝
ｅ－ ｊ２πｆＴ０（１Ｍ ＋Δθｄｃ ｃｏｓθ（－ ｊ２πｆ）ｍ） （１３）
Ｈ（θ＋Δθ，ｆ）＝ ｗＴｄ（ｆ）Ｄ（ｆ）ａ（ｆ，θ＋Δθ）＝
ｅ－ ｊ２πｆＴ０ｗＴｄ（ｆ）（１Ｍ ＋Δθｄｃ ｃｏｓθ（－ ｊ２πｆ）ｍ） （１４）

使期望的信号获最大程度通过，则有：

Ｈ（θ＋Δθ，ｆ）≥１ （１５）
结合式（１４）和式（１５）：

｜ｗＴｄ（ｆ）１Ｍ ＋Δθｄｃ ｃｏｓθ（－ ｊ２πｆ）ｗＴｄ（ｆ）ｍ ｜≥１
（１６）

利用三角不等式得到：
｜ ｗＴｄ（ｆ）１Ｍ ＋Δθｄｃ ｃｏｓθ（－ ｊ２πｆ）ｗＴｄ（ｆ）ｍ ｜≥
｜ ｗＴｄ（ｆ）１Ｍ ｜ － ｜Δθｄｃ ｃｏｓθ（－ ｊ２πｆ）ｗＴｄ（ｆ）ｍ ｜

（１７）
为了使式（１７）恒成立，只需要

｜ｗＴｄ（ｆ）１Ｍ ｜ － ｜Δθｄｃ ｃｏｓθ（－ ｊ２πｆ）ｗＴｄ（ｆ）ｍ ｜≥１
（１８）

进一步，可以把式（１８）转化为
｜Δθｄｃ ｃｏｓθ（－ ｊ２πｆ）ｗＴｄ（ｆ）ｍ ｜≤ ｖ

｜ ｗＴｄ（ｆ）１Ｍ ｜ － ｖ≥１ （１９）
同样，为了抑制干扰和白噪声，要使波束合成后

的方差最小。这样稳健的自适应波束合成问题可以
转化为
ｍｉｎ ｗＴ Ｒｘｘｗ

ｓ ． ｔ ． ｜Δθｄｃ ｃｏｓθ（－ ｊ２πｆ）ｗＴｄ（ｆ）ｍ ｜≤ ｖ
｜ ｗＴｄ（ｆ）１Ｍ ｜ － ｖ≥１ （２０）
对于式（２０），第二个约束不是凸约束，为了使其

转化为凸问题，可以使加权器系数对称［７］，从而使式
（２０）变为
ｍｉｎ ｗＴ Ｒｘｘｗ
ｓ ． ｔ ． ｗｍ，Ｌｍｉｄ － ｌ ＝ ｗｍ，Ｌｍｉｄ ＋ ｌ

｜Δθｄｃ ｃｏｓθ（－ ｊ２πｆ）ｗＴｄ（ｆ）ｍ ｜≤ ｖ
ｗＴＣＢｇ（ｆ）－ ｖ≥１ （２１）

其中，Ｌｍｉｄ ＝（Ｌ ＋ １）／ ２，Ｂ∈ＲＬ × Ｌｍｉｄ，ｇ（ｆ）∈ＲＬｍｉｄ × １且
两者满足式（２２）。

Ｂ ＝

０ …０ １
０ …１ ０
 ０ ０
１

０
０

…

…
…

０
０
１
０























０
０
０
１
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ｇ（ｆ）＝［１，ｃｏｓ（２πｆＴｓ），…，ｃｏｓ（２πｆ（Ｌｍｉｄ － １）Ｔｓ）］Ｔ
（２２）

这样，式（２１）的第二个约束变为凸约束，式（２１）
完全转化为一个凸问题，可以通过典型的内点迭代
算法实现。

在信号到达方向内，可使期望信号的响应具有
一定的波动性，从而可以把更多的自由度［８］用在对
干扰和噪声的抑制上，这时需要：
ｍａｘ（ａｂｓ（Ｈ（θ，ｆ）））－ ｍｉｎ（ａｂｓ（Ｈ（θ，ｆ）））≥ε

θ∈［θ－Δθ，θ＋Δθ］ （２３）
针对ｗｏｒｓｔ － ｃａｓｅ约束算法在高ＳＮＲ时合成

ＳＩＮＲ提高相对较低的现象，为了加大对于噪声的抑
制，可以在式（２１）的基础上加惩罚因子βｗＴｗ，这样
其变为
ｍｉｎ ｗＴＲｘｘｗ ＋βｗＴｗ
ｓ ． ｔ ． ｗｍ，Ｌｍｉｄ － ｌ ＝ ｗｍ，Ｌｍｉｄ ＋ ｌ

｜Δθｄｃ ｃｏｓθ（－ ｊ２πｆ）ｗＴｄ（ｆ）ｍ ｜≤ ｖ
ｗＴＣＢｇ（ｆ）－ ｖ≥１ （２４）
综合以上思路，得到如下新算法：计算协方差矩阵

Ｒｘｘ，给α和β赋初值，然后按照如下步骤执行算法：
（１）更新协方差矩阵Ｒｘｘ ＝ Ｒｘｘ ＋βＩ；
（２）根据式式（２１）计算ｗ；
（３）计算式（２３）是否成立，若成立，算法结束；若

不成立，β＝αβ，跳到步骤１。

４ 仿真及分析
仿真环境如下：在Ｋｕ频段，阵元Ｍ ＝ １０的等距

线，加权器阶数Ｌ ＝ ９，载频ｆ０ ＝ １２ ＧＨｚ，阵元距离ｄ
＝ ０ ． ５λ０，带宽Ｂ ＝ ２ ＧＨｚ。信干比ＳＩＲ ＝ － ２０ ｄＢ。
进行１００次蒙特卡洛仿真。取α＝β＝ ４。其中，４种
算法分别是线性约束算法（ＬＣＭＶ）［３ － ５］、带有对角加
载的线性约束算法［３，６］（加载量γ＝ １１．８ ｄＢ）、ｗｏｒｓｔ
－ ｃａｓｅ约束算法［７］和本文算法。
图２是在ＳＩＲ ＝ － ２０ ｄＢ时，ＤＯＡ存在４°误差条

件下，４种算法合成性能随ＳＮＲ的变化曲线。从图
２可以看出ＬＣＭＶ算法稳健性最差，这是由于期望
信号实际的ＤＯＡ与理想ＤＯＡ存在误差，此时ＬＣＭＶ
的波束合成把期望信号当作干扰进行了抑制，从而
导致算法合成的ＳＩＮＲ降低，且随着信号能量越强，
合成的信号的ＳＩＮＲ反而更低。带有对角加载的

ＬＣＭＶ算法在低ＳＮＲ稳健性较好，但是由于加载量
过低，导致该算法在ＳＮＲ较高时，稳健性较差；相
反，如果加载量过大，合成信号的ＳＩＮＲ在低ＳＮＲ时
会比较差。由于考虑了系统误差的影响，ｗｏｒｓｔ － ｃａｓｅ
约束算法和本文算法在整个ＳＮＲ内，稳健性相对较
好。相比之下，本文算法的合成ＳＩＮＲ相对于ｗｏｒｓｔ
－ ｃａｓｅ提高１ ～ ３ ｄＢ。

图２ ＤＯＡ误差下输出ＳＩＮＲ随ＳＮＲ变化曲线图
Ｆｉｇ．２ Ｔｈｅ ＳＩＮＲ ｖｅｒｓｕｓ ＳＮＲ ｗｉｔｈ ＤＯＡ ｅｒｒｏｒ

图３是相位误差为± ２０°、幅度误差为± ２ ｄＢ时４
种算法下ＳＩＮＲ随ＳＮＲ变化的曲线。从图３可以看
出，在ＳＩＲ ＝ － ２０ ｄＢ时，幅度误差和相位误差分别为
± ２ ｄＢ和± ２０°以下，ｗｏｒｓｔ － ｃａｓｅ约束和本文算法在整
个ＳＮＲ内稳健性相对较好。相比ｗｏｒｓｔ － ｃａｓｅ约束算
法，本文算法的合成ＳＩＮＲ提高约１ ～ ２ ｄＢ。

图３ 幅相误差下输出ＳＩＮＲ随ＳＮＲ变化曲线图
Ｆｉｇ．３ Ｔｈｅ ＳＩＮＲ ｖｅｒｓｕｓ ＳＮＲ ｗｉｔｈ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｉｅｓ

图４是阵元相对位置误差为１０％时，４种算法
下ＳＩＮＲ随ＳＮＲ变化的曲线。从图４可以看出，在
ＳＩＲ＝ － ２０ ｄＢ条件下，阵元相对位置误差为１０％
时，ｗｏｒｓｔ － ｃａｓｅ和本算法在整个ＳＮＲ内稳健性好。
相比ｗｏｒｓｔ － ｃａｓｅ约束算法，本文算法的合成ＳＩＮＲ提
高约１ ～ ２ ｄＢ。
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图４ 相对位置误差下输出ＳＩＮＲ随ＳＮＲ变化曲线图
Ｆｉｇ．４ Ｔｈｅ ＳＩＮＲ ｖｅｒｓｕｓ ＳＮＲ ｗｉｔｈ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ

综合来看，本文提出的算法在存在ＤＯＡ误差、
幅相误差、位置误差时，其性能优于ＬＣＭＶ、对角加
载的ＬＣＭＶ和ｗｏｒｓｔ － ｃａｓｅ约束。

５ 结论
本文提出了一种改进的稳健宽带波束合成算法。

为了提高波束合成的稳健性，算法增加ＤＯＡ误差约
束合成期望信号，并使得信号响应有一定的波动，从
而使得更多的自由度应用在对噪声和干扰的抑制。
仿真验证了在系统误差下，本算法波束合成的ＳＩＮＲ
相对于ＬＣＭＶ、对角加载的ＬＣＭＶ和ｗｏｒｓｔ － ｃａｓｅ算法
的合成的ＳＩＮＲ有一定程度的提高，从而使得算法在
天线阵的宽带波束合成上具有一定的实用性。
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