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一种精简结构的浮点蝶形运算单元设计
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（北京航空航天大学电子信息工程学院，北京１００１９１）

摘要：论述了一种结构精简且高效的浮点数蝶形运算单元设计，单元内部模块的使用效率接近
１００％。采用串行全流水线结构设计，与并行结构相比节省了７５％的硬件资源消耗。利用按时间抽
取（ＤＩＴ）的快速傅里叶变换（ＦＦＴ）算法，通过ＶＨＤＬ编程实现了以该蝶形单元为基础的１ ０２４点浮点
ＦＦＴ处理器。ＱＵＡＲＴＵＳ ＩＩ中的仿真结果证明了设计的正确性。该设计已成功应用于一种音频信号
分析仪的信号处理部分。
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１ 引言
硬件ＦＦＴ实现相对于软件实现最大的特点就是

速度优势，为了更充分地发掘ＦＰＧＡ在这方面的潜
能，该方面的研究大都集中在如何进一步提高处理速
度上，例如文献［１］通过采用基－ １６算法提高并行度，
文献［２］通过优化设计使其最高工作频率达到
２００ ＭＨｚ。这些设计都注重提高并行度和工作频率以
提高处理速度，但是对硬件资源的要求都很高。在很
多对资源和成本要求严格的领域，硬件ＦＦＴ处理器得

不到应用，改善这种情况的根本措施在于尽量压缩其
最小计算单位———蝶形运算单元的硬件开销。

本文设计在保证流水线正常工作前提下，最大
限度地减少了蝶形单元内运算模块数量，并且蝶形
单元内模块的利用率基本达到１００％。最终在不影
响运算精度和效率的情况下对一般的蝶形单元进行
了结构上的压缩。为了验证这种设计的可靠性，采
用按时间抽取的ＦＦＴ算法设计实现了１ ０２４点的浮
点数ＦＦＴ运算。在ＱＵＡＲＴＵＳ ＩＩ中的仿真结果表明，
采用这种方案设计的蝶形运算单元不会影响到浮点
ＦＦＴ处理器的精度和运算效率，并且极大地降低了
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ＦＦＴ处理器的最小资源需求，使其具有更广泛的适
用范围，具有很强的实用意义。

２ ＦＦＴ算法
ＦＦＴ算法基本上可以分为两大类，即按时间抽

选（Ｄｅｃｉｍａｔｉｏｎｉｎｔｉｍｅ，ＤＩＴ）法和按频率抽选（Ｄｅｃｉｍａ
ｔｉｏｎｉｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ，ＤＩＦ）法。两种算法具有相同的运
算量和复杂度，且都可以作原位运算，只不过ＤＩＴ是
先作复乘后作加减，而ＤＩＦ的复数乘法只出现在减
法之后［３］。所以严格来说两种算法没有优劣之分，
但由于ＤＩＴ算法更加直观［２］，所以采用ＤＩＴ算法。

根据选取的基数的不同，ＤＩＴ又可分成基－ ２、
基－ ４和分裂基算法。分裂基算法比较复杂，不易
在高速电路中实现。其它两种算法相比来说，基－ ２
算法具有程序简单、效率高、使用方便等特点，所以
应用范围最广。基－ ４算法比基－ ２算法具有更高
的运算效率，但由于复杂度高，实现起来不仅困难，
而且硬件开销大。由于设计的原则就是压缩蝶形单
元的硬件开销，所以最后选择基－ ２ ＤＩＴ算法来设计
蝶形运算单元。

３ 基－ ２ ＤＩＴ的蝶形运算
基－ ２ ＤＩＴ蝶形运算结构如图１所示［３］。

图１ 基－ ２ ＤＩＴ蝶形运算结构
Ｆｉｇ．１ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｒａｄｉｘ － ２ ＤＩＴ ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ

由图１可知，每一次蝶形运算完成如下迭代运算：
Ｘｍ（ｋ）＝ Ｘｍ － １（ｋ）＋ Ｘｍ － １（ｊ）ＷｒＮ
Ｘｍ（ｊ）＝ Ｘｍ － １（ｋ）－ Ｘｍ － １（ｊ）Ｗ{ ｒ

Ｎ
（１）

将上式中的变量写成实部和虚部构成的复数形
式，即：

Ｘｍ（ｋ）＝ ｘ′ ＋ ｊｙ′；Ｘｍ（ｊ）＝ Ｘ′ ＋ ｊＹ′
Ｘｍ － １（ｋ）＝ ｘ ＋ ｊｙ；Ｘｍ － １（ｊ）＝ Ｘ ＋ ｊＹ （２）
ＷｒＮ ＝ ｅ－

ｊ２πｒ
Ｎ ＝ ｃｏｓ（２πｒＮ ）－ ｊｓｉｎ（

２πｒ
Ｎ ） （３）

将这些复数形式代入上面的两个等式并令实部
等于实部，虚部等于虚部，分别可得如下４个等式：

ｘ′ ＝ ｘ ＋（Ｘｃｏｓ（２πｒＮ ）＋ Ｙｓｉｎ（
２πｒ
Ｎ ））

ｙ′ ＝ ｙ ＋（Ｙｃｏｓ（２πｒＮ ）－ Ｘｓｉｎ（
２πｒ
Ｎ ））

Ｘ′ ＝ ｘ －（Ｘｃｏｓ（２πｒＮ ）＋ ｓｉｎ（
２πｒ
Ｎ ））

Ｙ′ ＝ ｙ －（Ｙｃｏｓ（２πｒＮ ）－ Ｘｓｉｎ（
２πｒ
Ｎ ）） （４）

从上面的４个实数等式中可以看到，一个蝶形运
算包含４个实数乘法和８个实数加法，但是这８个实
数加法可以通过两级加法运算化简成６个加法，所以
蝶形运算的流水线设计中包含两级加法器。

从功能上将整个蝶形运算单元看成一个封闭的
系统，其输入包括参加蝶形运算的两个节点的实部
和虚部４个数据，分别是ｘ、ｙ、Ｘ、Ｙ，和系数ＷｒＮ的
实部和虚部两个数据（用ｃｏｓ和ｓｉｎ表示），总计６个
数据；输出是这一级蝶形运算的结果，即对应节点在
下一级上的实部和虚部４个数据，分别是ｘ′、ｙ′、
Ｘ′、Ｙ′，其功能如图２所示。

图２ 蝶形运算单元功能示意图
Ｆｉｇ．２ Ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ ｕｎｉｔ

４ 蝶形运算单元的时序
参照图２，可以明确流水线包括４级，即数据读入

级、乘法运算级、第一级加法运算和第二级加法运算。
遵循尽可能压缩蝶形单元硬件开销的原则，每

一级流水线功能实现采用串行结构，这样乘法器和
每一级加法器分别只用一个。流水线的每一级功能
实现中运算次数的最大值是４，所以此时的蝶形运
算周期是４个主时钟周期。流水线的时序如表１所
示。表中的下标ｎ表示蝶形运算序号，当ｎ ＝ １时，
所有含有ｎ － １下标项均为无效值。为了书写方
便，表１中直接用ｃｏｓ和ｓｉｎ表示式（３）中ＷｒＮ的实部
和虚部。一个蝶形运算周期包括４个阶段，依次记
为Ｃ１ ～ Ｃ４。
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表１ 蝶形运算单元的流水线时序
Ｔａｂｌｅ １ Ｐｉｐｅｌｉｎｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ ｕｎｉｔ

时钟 输入寄存器 乘法器 第一级加法器 第二级加法器
Ｃ１ｎ Ｘｎ Ｘｎ － １ｓｉｎｎ － １ Ｘｎ － １ｃｏｓｎ － １ ＋ Ｙｎ － １ｓｉｎｎ － １ ｘｎ － １ －（Ｘｎ － １ｃｏｓｎ － １ ＋ Ｙｎ － １ｓｉｎｎ － １）
Ｃ２ｎ Ｙｎ Ｘｎｃｏｓｎ Ｙｎ － １ｃｏｓｎ － １ － Ｘｎ － １ｓｉｎｎ － １ ｘｎ － １ ＋（Ｘｎ － １ｃｏｓｎ － １ ＋ Ｙｎ － １ｓｉｎｎ － １）
Ｃ３ｎ ｘｎ Ｙｎｓｉｎｎ Ｙｎ － １ｃｏｓｎ － １ － Ｘｎ － １ｓｉｎｎ － １ ｙｎ － １ －（Ｙｎ － １ｃｏｓｎ － １ － Ｘｎ － １ｓｉｎｎ － １）
Ｃ４ｎ ｙｎ Ｙｎｃｏｓｎ Ｘｎｃｏｓｎ ＋ Ｙｎｓｉｎｎ ｙｎ － １ ＋（Ｙｎ － １ｃｏｓｎ － １ － Ｘｎ － １ｓｉｎｎ － １）
Ｃ１ｎ ＋ １ Ｘｎ ＋ １ Ｘｎｓｉｎｎ Ｘｎｃｏｓｎ ＋ Ｙｎｓｉｎｎ ｘｎ －（Ｘｎｃｏｓｎ ＋ Ｙｎｓｉｎｎ）
Ｃ２ｎ ＋ １ Ｙｎ ＋ １ Ｘｎ ＋ １ｃｏｓｎ ＋ １ Ｙｎｃｏｓｎ － Ｘｎｓｉｎｎ ｘｎ ＋（Ｘｎｃｏｓｎ ＋ Ｙｎｓｉｎｎ）
Ｃ３ｎ ＋ １ ｘｎ ＋ １ Ｙｎ ＋ １ｓｉｎｎ ＋ １ Ｙｎｃｏｓｎ － Ｘｎｓｉｎｎ ｙｎ －（Ｙｎｃｏｓｎ － Ｘｎｓｉｎｎ）
Ｃ４ｎ ＋ １ ｙｎ ＋ １ Ｙｎ ＋ １ｃｏｓｎ ＋ １ Ｘｎ ＋ １ｃｏｓｎ ＋ １ ＋ Ｙｎ ＋ １ｓｉｎｎ ＋ １ ｙｎ ＋（Ｙｎｃｏｓｎ － Ｘｎｓｉｎｎ）

与文献［２］和文献［４］中选用的并行流水线结构
对比，该设计方案具有以下优点：

（１）采用全流水线结构，充分体现出硬件处理的
速度优势；合理地采用局部流水线技术，避免了并行
结构引起的硬件资源消耗过多的弊端，因此更好地
平衡了时间和硬件代价；

（２）将一次蝶形运算分解成４部分，所以以它为基
础构建的ＦＦＴ处理器可以把所有的数据放在同一个存
储器中，只需要一个地址产生模块，所以可以降低后面
ＦＦＴ处理器的设计复杂度，减少硬件资源消耗；

（３）串行结构较并行结构会导致处理时间变长，但
是这种劣势可以通过增加蝶形运算单元数目的方法来
平衡，而采用全并行结构后，在资源比时间更为关键时
却无能为力，所以本文设计具有更好的灵活性。

５ 蝶形运算单元结构
蝶形运算单元的时序确定以后，就可以确定其具

体结构了。其内部结构包括运算部分、寄存器部分、
时序逻辑部分和多路选择器。运算部分包括一个浮
点数乘法器、两个浮点数加法器和两个取反单元用以
配合加法器实现减法运算；寄存器部分包括４个输入
数据寄存器、两个乘法结果寄存器、两个一级加法结
果寄存器、一个最终运算结果寄存器和一个移位寄存
器；时序逻辑部分用来产生其它各个单元的工作时钟
以保证整个流水线的正常工作。各个单元的工作时
钟同主时钟关系的仿真结果如图３所示。

图３ 时序逻辑单元输出仿真
Ｆｉｇ．３ Ｏｕｔｐｕｔ ｏｆ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｌｏｇｉｃ ｕｎｉｔ

蝶形运算单元内部具体结构如图４所示。由于
浮点数加法运算的复杂性，一个时钟周期内根本无
法完成运算，所以设计了一个多级流水线浮点加法
器单元。为了保证整个流水线按照如表１所表示的
时序正常工作，在第一级加法运算和第二级加法运
算之间要加入必要的延时单元，延时功能通过移位
寄存器实现。

图４ 蝶形运算单元结构框图
Ｆｉｇ．４ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ ｕｎｉｔ

将图４与文献［２］中选用的并行流水线结构对
比，可以发现采用串行全流水线结构后只用了并行
结构１ ／ ４的硬件资源。并且可以将实数加法由８个
简化为６个，提高了２５％的加法运算效率。

综上所述，本文的设计方案可以极大地压缩碟
形运算单元对硬件资源的消耗。

６ 基－ ２ ＤＩＴ的ＦＦＴ结构
为了验证蝶形运算单元设计的可行性和可靠

性，在它的基础上，通过增加地址产生单元、双口
ＲＡＭ以及旋转因子产生单元，设计实现了一个１ ０２４
点的基－ ２ ＤＩＴ浮点ＦＦＴ处理器，其结构组成如图５
所示。
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图５ 基－ ２ ＤＩＴ的ＦＦＴ处理器结构框图
Ｆｉｇ．５ Ｂｌｏｃｋ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｒａｄｉｘ － ２ ＤＩＴ ＦＦＴ ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ

旋转因子可以通过ＣＯＲＤＩＣ算法迭代得到［５］，也
可以采用查找表的方法实现。由于设计目标是减少
资源开销，且面向的主要应用数据处理量不是很大，
ＣＯＲＤＩＣ算法的优越性得不到体现。相比较而言，查
表法不仅设计简单，还具有线性度好的特点，所以
ＦＦＴ的设计采用查找表的方式获取旋转因子ＷｒＮ。

采用输入自然序输出倒位序的算法［３］，由于该
算法是原位运算，所以不需要中间存储器。地址发
生单元负责产生对应级和对应序号的蝶形运算所需
的数据和旋转因子所在的存储器地址。时钟及控制
信号产生单元负责产生各个单元的工作时钟和控制
信号。倒序输出控制单元负责产生倒序地址以输出
正常顺序的运算结果。

７ 设计的实现和仿真结果
７ ．１ 蝶形运算单元和ＦＦＴ处理器的实现

以Ａｌｔｅｒａ的Ｑｕａｒｔｕｓ ＩＩ为设计工具，根据图４和
图５所示的结构图，采取自底向上的设计方式，用
ＶＨＤＬ编写各个模块，最后得到以设计的蝶形运算
单元为基础的１ ０２４点ＦＦＴ处理器的逻辑综合结果
如图６所示。

图６ １ ０２４点ＦＦＴ处理器逻辑综合结果
Ｆｉｇ．６ Ｌｏｇｉｃ ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ ｏｆ １０２４ － ｐｏｉｎｔ ＦＦＴ ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ

７ ．２ 仿真结果
为了验证蝶形运算单元和ＦＦＴ处理器运算结果

是否正确，用一个单位幅度、周期为１６点的方波信
号作为ＲＡＭ的初始化数据，将ＦＦＴ处理器的输出结
果与Ｍａｔｌａｂ对相同的方波信号处理的结果进行对
比，以验证设计的功能是否实现。

ＦＦＴ处理器的仿真结果如图７所示。选择５个
不为零的数据与Ｍａｔｌａｂ仿真结果进行对比，如表２所
示，仿真结果与Ｍａｔｌａｂ的计算结果一致，且精度很高。

图７ Ｔ ＝ ２５ ｎｓ时ＦＦＴ处理器仿真结果
Ｆｉｇ．７ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ＦＦＴ ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ ｗｈｅｎ Ｔ ＝ ２５ ｎｓ

表２ 计算结果精度比较
Ｔａｂｌｅ ２ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ

Ｍａｔｌａｂ计算结果 Ｑｕａｒｔｕｓ ＩＩ仿真结果
５１２ ５１２

６４ － ３２１．７４９７２７４９６０ｉ ６４ － ３２１．７４９７２５３４１７ｉ
６４ － ４２．７６３４３２８２６８ｉ ６４ － ４２．７６３４２７７３４３ｉ
６４ ＋ ９５．７８２７６８８１０５ｉ ６３．９９９９９６１８５３ ＋ ９５．７８２７７５８７８９ｉ
６４ － １２．７３０３９１５１２２ｉ ６３．９９９９９６１８５３ － １２．７３０３７７１９７２ｉ

处理器的工作时钟周期用Ｔ表示，蝶形运算单
元的处理周期为４Ｔ，１ ０２４点ＦＦＴ共包括１０级蝶形，
每级都有５１２个蝶形运算，加上流水线引起的延时
为３１Ｔ，所以总的处理用时为（３１ ＋ ５２ × １０ × ４）Ｔ，即
２０ ５１１Ｔ。以Ａｌｔｅｒａ公司的ＥＰ３Ｃ４０Ｆ７８０Ｃ６为目标芯
片在Ｑｕａｒｔｕｓ ＩＩ ９ ． １中的仿真结果显示，整个ＦＦＴ处
理器的最高工作频率可达８０ ＭＨｚ，此时Ｔ 取
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１２ ．５ ｎｓ，可计算出整个运算用时为２５６ ．３９μｓ。仿真
结果如图８所示。

图８ 主时钟频率为８０ ＭＨｚ时处理器仿真结果
Ｆｉｇ．８ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ ｗｈｅｎ ｔｈｅ

ｍａｉｎ ｃｌｏｃｋ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｉｓ ８０ ＭＨｚ

８ 结束语
将７ ．２节的仿真结果与文献［２］的仿真结果对

比，可得到以下结论：
（１）由表２的对比结果可知，本文设计方案可以

获得与文献［２］中相同的计算精度；
（２）同样地完成１ ０２４点浮点ＦＦＴ，采用本蝶形设

计的ＦＦＴ处理器需要的时钟周期数是文献［２］中处
理器的２０５１１ ／ ５５２０≈３７倍，由本文第５节中的论述
可知，该蝶形单元的硬件消耗只是其１ ／ ４。所以文
中的串行全流水线结构设计不但可以大大压缩蝶形
单元的结构，使得ＦＦＴ处理器有更好的适用性，还可
以提高硬件的利用效率。

该设计已成功应用于一种音频信号分析仪中，
用来对采样的信号做傅里叶变换。该音频频谱仪信
号处理速度快，硬件资源消耗低，在性能和资源方面
达到了比较好的平衡。
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