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基于递推最小二乘算法的惯导姿态误差动态标定方法

张同双，钟德安，李晓勇，冯鸿奎，杨磊
（中国卫星海上测控部，江苏江阴２１４４３１）

摘要：在分析最小二乘算法原理的基础上，提出了一种基于递推最小二乘算法的惯导姿态误差动
态标定方法，建立了计算模型，进行了仿真分析。仿真结果表明，该方法具有较高的解算精度和计算
效率，航向误差解算精度优于３５″，水平误差解算精度优于０１５″。该方法解决了动态条件下惯导姿
态误差实时标定的技术难题，对提高惯导姿态测量精度和测量船外测精度具有重要意义。
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１ 引言
惯性导航系统的姿态测量精度直接影响航天测

量船船载测量设备的外测精度，任务中必须对其进
行精确标定。工程实践中，惯性导航系统的航向误
差可以通过标校经纬仪测星解决；而水平姿态测量
误差由于缺乏高精度的水平姿态测量基准，是一个
困扰多年的技术难题。

文献［１］在总结常用水平姿态求解算法的基础
上，提出了一种基于标校经纬仪俯仰脱靶量的惯导

水平姿态标定算法。该方法可对惯性导航系统的水
平姿态误差进行动态标定，但不能标定惯性导航系
统的航向误差。文献［２］提出了最小二乘算法（Ｌｅａｓｔ
Ｓｑｕａｒｅｓ，ＬＳ），可以同时解算惯性导航系统的航向与
水平姿态误差，但存在计算量大、实时性差等局限
性，很难推广应用。

本文提出了一种基于递推最小二乘算法（Ｒｅ
ｃｕｒｓｉｖｅ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ，ＲＬＳ）［３］的惯导姿态误差分离算
法。该方法克服了最小二乘算法数据存储量大、计
算时间长等局限性，具有计算量小、精度高、收敛速
度快等优点，可实时解算全参数惯导姿态误差。
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２ ＬＳ算法原理及不足
文献［１，２］给出了利用标校经纬仪解算惯导姿

态角误差的数学模型：
ΔＡｉ ＝Δｋ ＋ΔψｓｉｎＡｃｉ ｔａｎＥｃｉ ＋ΔθｃｏｓＡｃｉ ｔａｎＥｃｉ ＋ ｅ１ ｉ
ΔＥｉ ＝ΔψｃｏｓＡｃｉ －ΔθｓｉｎＡｃｉ ＋ ｅ２{

ｉ

（１）
式中，ΔＡｉ、ΔＥｉ分别为ｉ时刻由惯导姿态误差所引
起的方位、俯仰测角误差，Δｋ、Δψ和Δθ分别为惯
导航向、纵摇及横摇误差，Ａｃｉ、Ｅｃｉ分别为标校经纬仪
方位、俯仰编码器读数，ｅ１ ｉ和ｅ２ ｉ分别为方位、俯仰角
度随机误差。

ＬＳ算法就是利用上述测角误差方程进行解算
的，其解为

Ｘ^ ＝（ＡＴＡ）－ １ＡＴＬ （２）
式中，^Ｘ为未知参量Ｘ的估计值，Ｌ为观测向量，Ａ
为待估计参数的系数矩阵，上标Ｔ表示矩阵转置，对
应表达式如下：

Ｘ ＝ Δｋ ΔψΔ[ ]θＴ；
Ｌ ＝ Δ珔Ａ１ Δ珔Ａ２ …Δ珔Ａｎ － １ Δ珔Ａ[ ]ｎ Ｔ；

Ａ ＝

１ ｓｉｎ珔Ａｃ１ｔａｎ珔Ｅｃ１ ｃｏｓ珔Ａｃ１ｔａｎ珔Ｅｃ１
０ ｃｏｓ珔Ａｃ１ ｓｉｎ珔Ａｃ１
  
１ ｓｉｎ珔Ａｃｎ ｔａｎ珔Ｅｃｎ ｃｏｓ珔Ａｃ１ｔａｎ珔Ｅｃｎ
０ ｃｏｓ珔Ａｃｎ ｓｉｎ珔Ａ















ｃｎ

式中，珔Ａｃｉ、珔Ｅｃｉ表示第ｉ颗星的标校经纬仪测角平均
值，ｎ为测星总数。

该法的优点是可同时解算惯导航向与水平姿态
角误差，但存在以下不足：

（１）由于船摇因素的影响，标校经纬仪的方位角
和俯仰角是不断变化的，用每颗星的标校经纬仪测
角平均值进行解算必然带来较大的误差；

（２）ＬＳ算法是一种增长记忆估计算法，解算过
程中需要存储并利用所有历史数据，因而随着测星
数量的增多，计算量和资源占用将越来越大，因而不
能满足实时解算要求。

３ ＲＬＳ算法
为了解决以上不足，２０世纪中叶出现了ＲＬＳ算

法，它具有计算量小、收敛速度快、实时性强及不需
求解逆矩阵等优点。

ＲＬＳ算法过程如下：
Ｋ（ｉ）＝ Ｐ（ｉ － １）Φ（ｉ）

１ ＋ΦＴ（ｉ）Ｐ（ｉ － １）Φ（ｉ） （３）

Ｘ^（ｉ）＝ Ｘ^（ｉ － １）＋ Ｋ（ｉ）［Ｚ（ｉ）－ΦＴ（ｉ）^Ｘ（ｉ － １）］
（４）

Ｐ（ｉ）＝ Ｐ（ｉ － １）－ Ｋ（ｉ）Ｈ（ｉ）Ｐ（ｉ － １） （５）
式中，Ｋ（ｉ）为增益矩阵，Ｐ（ｉ）为状态估计协方差矩
阵，Φ（ｉ）为状态一步转移矩阵。

４ 算法设计与实现
４ ．１ 标校经纬仪测角误差的获取
４ ．１ ．１ 标校经纬仪测星

惯导开机并稳定工作，在时统的配合下，标校经
纬仪进入测星程序。
４ ．１ ．２ 脱靶量修正

对标校经纬仪实测甲板角进行脱靶量修正，修
正公式如下：

Ａｊｉｔ ＝ Ａｃｉ ＋δＡｉｓｅｃＥｃｉ
Ｅｊｉｔ ＝ Ｅｃｉ ＋δＥ{

ｉ
（６）

式中，Ａｊｉｔ、Ｅｊｉｔ分别为经脱靶量修正后的方位、俯仰角
度值，δＡｉ、δＥｉ分别为标校经纬仪方位、俯仰脱靶量。
４ ．１ ．３ 轴系误差与零位误差修正

对经脱靶量修正后的实测甲板角度值进行轴
系、零位误差修正，修正公式如下：
Ａｊｉ ＝ Ａｊｉｔ － ｇ － ｃｓｅｃＥｃｉ － Ｉｓｉｎ（Ａｍ － Ａｃｉ）－ ｂｔｇＥｃｉ
Ｅｊｉ ＝ Ｅｊｉｔ － ｈ － Ｉｃｏｓ（Ａｍ － Ａｃｉ{ ） （７）
式中，Ａｊｉ、Ｅｊｉ为经轴系和零位误差修正后的方位、俯
仰角度值，ｇ为方位零位，ｃ为照准差，Ｉ为方位转盘
最大倾斜量，Ａｍ为最大倾斜方向，ｂ为横轴差，ｈ为
俯仰零位。
４ ．１ ．４ 蒙气差修正

蒙气差是光学测量设备主要误差源［４］，蒙气差
主要影响俯仰角度测量值，工程应用中常采用式（８）
近似公式进行修正：

Ｅｊｉ ＝ Ｅｊｉ －Δρｉ （８）
式中，Δρｉ为蒙气差：

Δρｉ ＝ ６０ ．２″ ２７３ｐ
７６０ ×（２７３ ＋ ｔ）ｃｔｇ（Ｅｊｉ） （９）

式中，ｐ为大气压强，单位为ｈＰａ；ｔ为环境温度，单
位为℃。
４ ．１ ． ５ 将标校经纬仪甲板角度值转换至惯导地平

坐标系
对式（７）、（８）分别得到的Ａｊｉ和Ｅｊｉ进行船摇修

正，转换至惯导地平坐标系，结果如式（１０）～（１４）所
示［５］。
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Ａｄｉ ＝

π
２， 若ｘｇｉ ＝ ０，且ｚｇｉ≥０
３π
２， 若ｘｇｉ ＝ ０，且ｚｇｉ ＜ ０

ａｒｃｔｇ（ｚｇｉｘｇｉ）， 若ｘｇｉ≠０，且Ａｄｉ≥０

２π＋ ａｒｃｔｇ（ｚｇｉｘｇｉ）， 若ｘｇｉ≠０，且Ａｄｉ















 ＜ ０

（１０）

Ｅｄｉ ＝ ａｒｃｓｉｎ（ｙｇｉ） （１１）
式中，Ａｄｉ、Ｅｄｉ分别为惯导地平坐标系中标校经纬仪
方位、俯仰角度值，（ｘｇｉ，ｙｇｉ，ｚｇｉ）为标校经纬仪甲板
实测角度值转换至惯导地平坐标系后的直角坐标
值。ｘｇｉ、ｙｇｉ、ｚｇｉ计算方法见式（１２）～（１４）。
ｘｇｉ ＝ ｃｏｓＥｊｉｃｏｓＡｊｉｃｏｓψｉｃｏｓｋｉ －

ｓｉｎＥｊｉ（ｃｏｓθｉｓｉｎψｉｃｏｓｋｉ ＋ ｓｉｎθｉｓｉｎｋｉ）＋
ｃｏｓＥｊｉｓｉｎＡｊｉ（ｓｉｎθｉｓｉｎψｉｃｏｓｋｉ － ｃｏｓθｉｓｉｎｋｉ） （１２）

ｙｇｉ ＝ ｃｏｓＥｊｉｃｏｓＡｊｉｓｉｎψｉ ＋ ｓｉｎＥｊｉｃｏｓθｉｃｏｓψｉ －
ｃｏｓＥｊｉｓｉｎＡｊｉｓｉｎθｉｃｏｓψｉ （１３）

ｚｇｉ ＝ ｃｏｓＥｊｉｃｏｓＡｊｉｃｏｓψｉｓｉｎｋｉ ＋
ｓｉｎＥｊｉ（ｓｉｎθｉｃｏｓｋｉ － ｃｏｓθｉｓｉｎψｉｓｉｎｋｉ）＋
ｃｏｓＥｊｉｓｉｎＡｊｉ（ｓｉｎθｉｓｉｎψｉｓｉｎｋｉ ＋ ｃｏｓθｉｃｏｓｋｉ） （１４）

式中，ψｉ、θｉ、ｋｉ分别为ｉ时刻惯导纵摇角、横摇角与
航向角输出值。
４ ．１ ．６ 方位、俯仰测角误差计算

ΔＡｉ ＝ Ａｄｉ － Ａ０ ｉ
ΔＥｉ ＝ Ｅｄｉ － Ｅ０{

ｉ
（１５）

式中，ΔＡ０ ｉ、ΔＥ０ ｉ分别为ｉ时刻惯导地平坐标系下某
颗恒星相对标校经纬仪的理论方位角和俯仰角。
４ ．２ ＲＬＳ算法流程

ＲＬＳ解算时采用如下两个方程依次进行迭代：
Ｚ１（ｉ）＝Φ１（ｉ）Ｘ（ｉ）＋ Ｒ１（ｉ） （１６）
Ｚ２（ｉ）＝Φ２（ｉ）Ｘ（ｉ）＋ Ｒ２（ｉ） （１７）

式中，Ｚ１（ｉ）＝ΔＡｉ，Ｚ２（ｉ）＝ΔＥｉ，Ｒ１（ｉ）＝ ｅ１ ｉ，
Φ１（ｉ）＝ １ ｓｉｎＡｃｉ ｔａｎＥｃｉ ｃｏｓＡｃｉ ｔａｎＥ[ ]ｃｉ ，
Φ２（ｉ）＝ ０ ｃｏｓＡｃｉ － ｓｉｎＡ[ ]ｃｉ ，Ｒ２（ｉ）＝ ｅ２ ｉ。
具体流程如下。
（１）初始化：初始化参数包括向量^Ｘ（ｉ － １）和状

态估计协方差矩阵Ｐ１（ｉ － １）、Ｐ２（ｉ － １）。计算时可
设Ｘ（ｉ － １）＝ ０、Ｐ１（ｉ － １）＝ Ｐ２（ｉ － １）＝ １００Ｉ３ × ３，其
中Ｉ３ × ３为单位矩阵。

（２）计算方位、俯仰测角误差：按式（６）～（１５）计
算方位、俯仰测角误差。

（３）用方位测角误差进行迭代求解^Ｘ（ｉ）：根据

式（１６）按照式（３）～ （５）分别计算方位增益矩阵
Ｋ１（ｉ）、状态估计值^Ｘ（ｉ）及方位协方差矩阵Ｐ１（ｉ）。
（４）用俯仰测角误差进行迭代求解^Ｘ（ｉ）：将步

骤３获得的状态估计值^Ｘ（ｉ）作为新的状态初始值，
并根据式（１７）进行ＲＬＳ迭代，获得新的^Ｘ（ｉ）、
Ｋ２（ｉ）、Ｐ２（ｉ）。
（５）状态更新：将获得的^Ｘ（ｉ）、Ｐ１（ｉ）和Ｐ２（ｉ）作

为新的初始化参数，重复步骤２ ～ ４，直至迭代结束。

５ 算法效果分析
５ ．１ ＲＬＳ算法性能分析

图１ ～ ３分别为利用某船标校经纬仪测星数据解
算惯１、惯２的航向、纵摇及横摇协方差估计结果。

图１ 航向估计协方差
Ｆｉｇ．１ Ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｃｏｕｒｓｅ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

图２ 纵摇估计协方差
Ｆｉｇ．２ Ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｐｉｔｃｈ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

图３ 横摇估计协方差
Ｆｉｇ．３ Ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｒｏｌｌ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
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由图可见：经过约２００次迭代后，估计协方差急
剧减小，说明ＲＬＳ算法的收敛速度非常快；航向、纵
摇及横摇估计协方差分别为（０ ．０２２″）２、（０ ．０２３″）２和
（０ ．０２″）２，估计精度满足惯性导航系统的姿态标定
要求。
５ ．２ 精度分析
５ ．２ ．１ 航向解算精度

表１列出了两套惯导航向误差的实测值和ＲＬＳ
解算结果。

表１ 惯导航向误差解算结果
Ｔａｂｌｅ １ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｃｏｕｒｓｅ ｅｒｒｏｒ

序号 惯１ ／（″）
实测 ＲＬＳ

惯２ ／（″）
实测 ＲＬＳ

误差／（″）
惯１ 惯２

１ ２６１．９ ２５６．６ ８２．４ ７８．３ － ５．３ － ４．１
２ ５２．３ ４６．３ ２５．８ ２３．２ － ６．０ － ２．６
３ ４５．９ ４５．３ １９．８ １９．０ － ０．６ － ０．８
４ １０．６ ６．２ － ２８．７ － ３０．５ － ４．４ － １．８
５ ２５．１ １８．２ － ３０．６ － ３４．９ － ６．９ － ４．３
６ ２３．１ １８．１ － ３５．４ － ３５．５ － ５．０ － ０．１

由表１可见：利用ＲＬＳ解算与标校经纬仪实测
结果的差值最大为－ ６９″，最小为－ ０１″，平均解算
误差为－ ３５″，两者结果一致性非常好。惯导航向
误差曲线如图４所示。

图４ 航向误差解算结果
Ｆｉｇ．４ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｃｏｕｒｓｅ ｅｒｒｏｒ

５ ．２ ．２ 水平误差解算精度
表２和表３列出了两套惯导水平姿态误差解算

结果，由于动态情况下无比对基准，采用水平作差法
进行评估。

表２ 纵摇误差解算结果
Ｔａｂｌｅ ２ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｐｉｔｃｈ ｅｒｒｏｒ

序号 纵摇解算／（″）
惯１ 惯２

差值／（″）
ＲＬＳ 实测

误差
／（″）

１ １０．０ － １．３ １１．３ １０．０ １．３
２ １２．７ ７．２ ５．６ ５．８ － ０．２
３ １５．３ ９．１ ６．２ ６．４ － ０．２
４ １６．６ ２．２ １４．４ １４．３ ０．１
５ １８．３ ５．０ １３．４ １３．４ ０．０
６ １６．３ ３．２ １３．１ １３．２ － ０．１

表３ 横摇误差解算结果
Ｔａｂｌｅ ３ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｒｏｌｌ ｅｒｒｏｒ

序号 横摇解算／（″）
惯１ 惯２

差值／（″）
ＲＬＳ 实测

误差
／（″）

１ － ４．６ ４．６ － ９．２ － ８．３ － ０．９
２ － ４．１ ９．４ － １３．５ － １３．７ ０．２
３ ５．８ ２０．７ － １４．９ － １４．５ － ０．４
４ ８．６ １５．７ － ７．１ － ７．２ ０．１
５ ７．４ １４．９ － ７．５ － ７．５ ０．０
６ ７．３ １４．８ － ７．４ － ７．５ ０．１

由表２和表３可见：ＲＬＳ解算纵摇最大误差为
１３″，横摇最大误差为０９″，纵摇平均误差为０１５″，
横摇平均误差为－ ０１５″，两者一致性好。惯导纵
摇、横摇误差曲线分别如图５和图６所示。

图５ 纵摇误差解算结果
Ｆｉｇ．５ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｐｉｔｃｈ ｅｒｒｏｒ

图６ 横摇误差解算结果
Ｆｉｇ．６ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｒｏｌｌ ｅｒｒｏｒ

６ 结论
通过以上解算实例分析可知，ＲＬＳ算法用于标

定惯导姿态角误差在技术上是可行的，与其它算法
比较，具有计算量小、资源占用少、收敛速度快及估
计精度高等优点。该算法可同时得到两套惯导的全
参数姿态误差信息，对提高惯导姿态测量精度进而
提高测量船外测精度具有重要意义。

由于标校经纬仪方位、俯仰测角误差存在一定
·４１·
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的相关性，因此，实际解算过程中，采用方位、俯仰测
角误差依次迭代的算法，理论上它是非最优的，这点
是以后需要解决的技术难题，但从工程应用角度看，
其精度已足以满足惯导姿态误差标定的精度要求。
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