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摘要：压缩感知（Ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ Ｓｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）是近年来新兴的一种信号获取技术。沿着ＣＳ理论的发展
历程介绍了ＣＳ理论框架，给出了其严格的数学描述，着重讨论了对原始信号的重构技术，最后介绍
了一些可能的应用。
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１ 引言
传统的信号获取技术是一种基于信号波形的信

号获取技术，一般需要经过Ａ ／ Ｄ采样与压缩两个环
节。其中，Ａ ／ Ｄ采样是基于经典的奈奎斯特采样理
论，即采样速率必须大于信号带宽的两倍才能保证无
失真采样；压缩是指丢弃那些采样值较小且不重要的
采样数据。通常，经过压缩后得到的数据相比Ａ ／ Ｄ
采样得到的数据要少得多，这意味着在Ａ ／ Ｄ采样环
节中存在着极大的“浪费”。换句话说，有大量的硬件
资源将被消耗用来采集那些最终将被丢弃的数据。
这种“浪费”引发了一个很自然的问题，是否有可能将
这两个环节合并，直接对信号中的有用数据采样。如
果可行，在信号的获取环节硬件的开销将大为减少，
或者利用低性能的硬件获取更高的性能。

近年来引起人们广泛关注的压缩感知（Ｃｏｍ
ｐｒｅｓｓｅｄ Ｓｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）理论从正面回答了这一问题，并
且得到了一系列鼓舞人心的成果［１ － ４］。ＣＳ理论是
基于信号“信息”的一种采样技术，是对信号更为本
质的描述。

２ 压缩感知的数学描述
ＣＳ是一种在采样环节就同时压缩的技术，其应

用前提是要求信号是稀疏的。然而，常见的信号即
使在变换域中也不具备良好的稀疏性，在保证精度
的前提下，可以将稀疏性要求放松为信号的可压缩
性。目前，尚无关于可压缩信号的统一定义。一般
而言，如果信号在某个线性变换下，其变换系数呈现
出较快的衰减性，即可认为是可压缩信号。换言之，
信号的可压缩性实际衡量了信号中有用信息成分的
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占据范围［５］。
考虑一个可压缩实值信号ｘ∈Ｒｎ，在某个线性

变换Ψ中有变换系数向量α，写为矩阵形式即：
ｘ ＝Ψα （１）

式中，ｘ有可压缩性意味着α中分量的降序排列会呈
现出较快的衰减性。假定在α中只有ｓ个较大的分
量，其余分量全部置０，可以得到一个新的关于α的
近似向量，记为αｓ。由αｓ的构造过程可知下式成立：

‖αｓ‖０ ＝ ｓ （２）
式中，‖ｘ‖０ ＝ ｓｕｐｐ( )ｘ 。这里要求ｓ ＜ ｎ，则αｓ
是严格的ｓ稀疏向量。由α可以严格重构得到ｘ，而
由αｓ可以得到ｘ的一个近似值ｘｓ。αｓ的构造过程
实际可看作传统的信号获取技术中的压缩环节。这
意味着对于一个长度为ｎ的信号ｘ，经过线性变换
以后得到的向量α只需要获取其ｓ个较大的分量
值，即可在保证足够的精度条件下实现对α的压
缩。这实际包含两个问题：一个是ｓ大小的确定，另
一个是ｓ个分量的位置的确定。

显然，ｓ越小，信号的可压缩程度越高，而对于一
个任意信号，其最小ｓ的确定实际是一个最稀疏表示
的问题，如何确定一个具备普适性的线性变换使得信
号在这种变换下尽可能地稀疏或可压缩是当前研究
的热点［６ ～ ９］。ｓ个分量的位置确定更为复杂，这源于
信号的不确定性。人们希望寻求一种非自适应的信
号获取方式：对于任意的长度为ｎ的信号，都可以采
集固定长度为ｍ的线性测量值ｙ∈Ｒｍ，并且由这ｍ
个测量值可以以非常高的精度甚至是严格地重构原
始信号。这里的非自适应意指对任意的信号都可以
应用一个统一的方法进行压缩采样，这种方法和信号
无关。容易看出，ｓ ＜ ｍ ＜ ｎ。这需要构造一个ｍ × ｎ
的感知矩阵Φ，实现对信号ｘ的压缩感知。利用矩
阵形式可以将上述过程写为［１］

ｙ ＝Φｘ （３）
将式（１）代入即可得到：

ｙ ＝ΦΨα＝ Ａα （４）
式中，Ａ ＝ΦΨ。

在经典的信号获取理论中，并不需要感知矩阵
Φ而仅需要表示矩阵Ψ，并且这个表示矩阵Ψ是
一个正交矩阵。换句话说，在经典的信号获取理论
中，信号的表示过程即是信号的感知过程。感知得
到的采样向量ｙ与信号向量ｘ有相同的势，而后需
要一个对采样数值的判决和迭起的压缩环节，即信
号的感知与压缩是分离的。而在ＣＳ理论中，由于表

示矩阵的精心选择（并不局限于正交矩阵而可以是
任意的矩阵）使得信号可以被稀疏表示，这使得可以
应用一个相比信号空间维度要低得多的感知空间，
即ｍ × ｎ的感知矩阵Φ感知得到信号的低维投影，
这样信号的感知与压缩合二为一而成为一个环节。
大量的理论分析与实践都表明，利用ＣＳ理论可以突
破奈奎斯特采样准则，使得信号的采样率可以下降
到Ｏ ｎ ｌｇ( )ｎ ［１０ － １１］。

３ 原始信号的重构
在ＣＳ理论中，感知得到的原始信号在低维空间

上的投影，在数学上表现为式（４）是一个欠定方程。
欠定方程通常没有确定解，然而如果保证解是稀疏
的，则可能有定解。事实上，利用ＣＳ所得到的采样
值ｙ中的每一个分量都是α中所有分量的一种加权
线性组合，换言之，每一个测量值中都包含了ｘ的
所有信息，这是ｘ可能实现重构的前提。求解式
（４）的最稀疏解，实际可归结于求解这样的一个优化
问题［１２］：

Ｐ( )０ ｍｉｎα‖α‖０ ｓ ． ｔ ． ｙ ＝ Ａα （５）
需要强调的是，利用式（５）所解得的实际上是

αｓ。也就是说，式（５）是式（４）的一种近似表达。式
（４）实际也可看作是信号ｙ在字典Ａ中的一个稀疏
分解问题，故而稀疏分解理论中已有的算法可以得
到应用，这主要有基追踪（Ｂａｓｉｓ Ｐｕｒｓｕｉｔ，ＢＰ）［１３］和匹
配追踪（Ｍａｔｃｈｉｎｇ Ｐｕｒｓｕｉｔ，ＭＰ）［１４］两种算法。
３ ．１ ＢＰ算法

ＢＰ算法的基本思想是把Ｐ０改写为
Ｐ( )１ ｍｉｎα‖α‖１ ｓ ． ｔ ． ｙ ＝ Ａα （６）

式中，‖ｘ‖１ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ 。ＢＰ算法实际上是利用

凸的ｌ１范数对非凸的ｌ０范数进行了松弛。更进一
步，如果令珘Ａ ＝ Ａ －[ ]Ａ ，珓α＝ αＴ＋ αＴ[ ]－ Ｔ，则凸规
划Ｐ１可以转化为线性规划：

( )ＬＰ ｍｉｎ
珓α
１Ｔ珓αｓ ． ｔ ． ｘ ＝珘Ａ珓α，珓α≥０ （７）

则Ｐ１的解α可表示为：α＝α＋ －α－。线性规划可
以应用单纯形法和现代的内点法加以解决，其中内
点法收敛速度更快更适用于大规模问题，这样就解
决了由非凸的ｌ０范数所带来的高计算复杂度困难。

需要指出，Ｐ１只是对Ｐ０的一种凸松弛近似，两
者的解并不总是一致，甚至有可能误差巨大，故必须
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研究两种规划下得到的解之间的误差关系。从式
（５）不难看出，要严格地重构原始信号ｘ，需保证Ｐ１
必须有唯一解，即要求感知矩阵不会将两个不同的
Ｓ稀疏信号映射到同一个观测值，这实际上是要求
从感知矩阵中任意抽取Ｓ列构成的矩阵都是非奇
异的。这个条件进一步可放宽到，感知矩阵中抽取
任意２Ｓ列构成的矩阵都是非奇异的［１５］。更为严格
的讨论是利用所谓的限制等距性质（Ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ Ｉｓｏ
ｍｅｔｒｉｃ Ｐｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ）［１６ ～ １７］。 ｓ －有限等距常数定义
为，最小的δＳ≥０，对任意稀疏度不大于ｓ的稀疏信
号ｘ，都使得下式成立：
１ －δ( )Ｓ ‖ｘ‖２２≤‖Ａｓｘ‖２２≤ １ ＋δ( )Ｓ ‖ｘ‖２２ （８）

式中，ＡＳ是由Ａ中任意抽出的ｓ列所构成的矩阵。
不难看出，如果矩阵Ａｓ是正交矩阵，则δＳ恒为０。
故矩阵的ＲＩＰ实际上是评价了一个非正交矩阵的一
种非正交的程度。另一方面，由Ａ构成ＡＳ要求任
意抽取，这就要求信号ｘ在Ａ的每一列上的能量投
影都尽可能地均匀。

如果对矩阵Ａ来说，其δ２Ｓ 槡＜ ２ － １，则利用Ｐ１
所得到的重构信号珓ｘ的重构误差为［１５］

‖珓ｘ － ｘ‖２≤Ｃ０·‖ｘ － ｘＳ‖１ ／槡Ｓ
‖珓ｘ － ｘ‖１≤Ｃ０·‖ｘ － ｘＳ‖１ （９）

式中，Ｃ０为常数。显然，如果原始信号是严格的ｓ
稀疏信号，则在上述条件下原始信号可以得到严格
重构。然而矩阵的ＲＩＰ并不容易判断，矩阵是否有
ＲＩＰ性质的判断同样是一个组合复杂度问题。基于
此，学者们也提出了一些等价的判断方法。如果观
测矩阵Φ与稀疏矩阵Ψ不相干，则Ａ在很大概率
上满足ＲＩＰ性质。
３ ．２ ＭＰ算法

ＭＰ算法实际上是一种贪婪算法，它将字典Ａ
分成许多子字典，每次选择与当前近似解与真实解
之间残差最相关的原子，经过数次迭代，最终即可得
到足够精度的近似解。如果残差随着迭代的进行递
减，则可以保证算法收敛［１４］。ＭＰ算法虽然在实际
应用中取得了良好的效果，但其理论研究还不太完
善，对于其重构的精确程度以及收敛的速度都还有
待深入研究。

ＢＰ算法与ＭＰ算法相比较，ＢＰ算法求解全局最
优解，理论性能好，但计算复杂度高；ＭＰ算法用局部
最优解逼近全局最优解，计算复杂度相对较低，但稳
定性较差。在实践中发现，在一定条件下，ＭＰ与ＢＰ

可以获得同样的结果，这预示着两者之间似乎存在
着更深层次的关系，但这种关系还没有令人满意的
解释。由于ＭＰ算法的计算复杂度更小，故而在应
用中更受重视。学者们相继提出了一系列ＭＰ算法
的改进形式，如正交匹配追踪（ＯＭＰ）［１８］、分段匹配
追踪（ＳｔＯＭＰ）［１９］、树形匹配追踪（ＴＭＰ）［２０］等。

４ 测量矩阵的设计
应用ＣＳ理论以突破奈奎斯特采样定理的限制，

需要保证信号ｘ在表示矩阵Ψ中的表示向量α与
观测向量ｙ之间通过感知矩阵Ａ建立起一种双射关
系。更为精确的说，即是要求感知矩阵Ａ具备ＲＩＰ
性质。由于Ａ ＝ΦΨ，而Ψ是事先固定的表示矩
阵，故Ａ的设计可转化为对测量矩阵Φ的设计。如
果测量矩阵Φ与表示矩阵Ψ不相干，则感知矩阵
Ａ以极大概率具备ＲＩＰ性质。由于ＲＩＰ中Ａｓ的构
造存在一种任意性，故而利用随机分布设计的Φ更
有可能使得Ａ满足ＲＩＰ性质。Φ中元素的随机性
使得其与Ψ以极大概率不相干。

当前，在理论上研究比较多的是高斯随机矩阵。
所谓高斯随机矩阵是指矩阵的每个元素是从某一个
零均值、方差为１ ／ ｎ的高斯随机分布中抽取得来。
理论研究与实验都表明，利用高斯随机分布所构造
的矩阵可以以极大概率具备ＲＩＰ性质，并且在这样
的感知矩阵下，当采样值ｍ≥ ｃｓ ｌｇ ｎ ／( )ｓ 时，其中ｃ
是很小的常数，则可以极大概率重构ｓ稀疏的原始
信号［２，１６］。事实上，其它类型的随机矩阵也有类似
的性质。

目前，对于测量矩阵的设计主要是基于随机过
程，导致基于此基础的ＣＳ应用都建立在概率基础
上，这导致即使性能非常好的算法在实际应用中也
有可能失败。如何保证ＣＳ在实际应用中能够绝对
并且严格地实现信号的压缩与重构仍然是一个亟待
解决的难题。

５ ＣＳ的应用
ＣＳ理论一经提出，即引起了学界的广泛兴趣。

ＣＳ理论提供了一种更为灵活也更为本质的认识方
法，故而其应用是多方面的，如雷达、成像、图像处
理、数据重构、低速模数转换、无线传感器网络等，其
中有关图像的应用发展最为迅猛。

在对图像数据的获取方面，Ｒｉｃｅ大学报道了一
·２２１·
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种单像素照相机［１］。这种相机利用由单元可以随机
转动的数字微反射镜器件（Ｄｉｇｉｔａｌ Ｍｉｃｒｏｍｉｒｒｏｒ Ｄｅｖｉｃｅ，
ＤＭＤ）实现了测量矩阵Φ，最终可以以单像素实现
高分辨率的光学成像。此装置虽然有些极端，但清
楚地表明了对那些实时性要求不高的场合，前端传
感器的规模可以大大压缩。

图１ 单像素ＣＳ相机
Ｆｉｇ．１ Ｍｏｎｏｐｉｘｅｌ ｃａｍｅｒａ

这也意味着，在同等传感器规模下可以应用ＣＳ
以获得质量更好的图像。众所周知，核磁共振成像
时，要获得清晰的图像，所需的成像时间相对较长，
这使得其应用有了很大的限制。应用ＣＳ后，可以大
大减少成像时间，而影响质量仍然可以得到保
证［２３］。对图像中特定对象的快速检测与识别一直
是一个难题。文献［２４］报道了一种新的检测方法
（图２），利用ＣＳ理论实现了网格的自适应剖分，兼
顾了检测时间与检测效率。

图２ 图像顶点的自适应检测
Ｆｉｇ．２ Ａｄａｐｔｉｖｅ ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｉｍａｇｅ ｔｏｐ

事实上，ＣＳ的应用前景是极为广阔的，从形式
上看，对象被压缩仅是表示形式的简单，但本质上，
这种简单是对研究对象更为深刻的描述，这种描述
不在局限于对象的“外形”描述，而是对其内部结构
的刻画。换句话说，利用ＣＳ理论可以源头上降低复
杂性，这对后续的各种处理环节都是有利的，但随之
而来的是重构复杂性的增加。不过，前端的采集往
往需要硬件完成，而后端重构一般是通过软件完成，
所以ＣＳ实质上是软件效率换取硬件成本。

从目前公开报道的文献来看，虽然ＣＳ的理论框
架已基本完备，但在各个环节的执行效率还未得到
严格的分析，故而基于ＣＳ的各种应用基本上还处于
实验阶段，更多的是某种现象的报道，离实用还有相
当距离。

６ 总结与展望
作为一门新兴的技术，ＣＳ理论的框架虽然已

经趋于完善，但仍有许多问题亟待解决。利用ＣＳ理
论，对信号的认识从其波形深入到其内涵信息，是对
信号更为本质的认识。本文全面阐述了ＣＳ技术的
理论框架、数学描述，介绍了其中的关键技术，并讨
论了其可能的应用。ＣＳ的核心思想是以提高后端
信号处理的复杂度来换取前端信号获取复杂度的降
低，从而使得信号的采样率可以突破传统的奈奎斯
特采样准则。从现有的研究现状而言，ＣＳ采样的综
合成本与传统采样技术比较并未得到显著的下降。
但在一些如星载、无线传感器网络、数据恢复等对硬
件资源要求极为苛刻并且对信号处理的实时性要求
不高的场合，ＣＳ技术极具价值。要进一步拓展ＣＳ
的应用，需要更深入地研究重构算法，特别值得注意
的是对分数阶范数的研究。
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