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摘　 要:针对多元空间耦合低密度奇偶校验(Spatially-Coupled
 

Low-Density
 

Parity-Check,SC-LDPC)
码在二进制擦除信道(Binary

 

Erasure
 

Channel,BEC)上置信传播(Belief
 

Propagation,BP)译码的译码
波速度分析复杂度较高的问题,提出了内插密度演进(Density

 

Evolution,DE)算法。 内插 DE 算法利
用一维函数在非耦合 DE 递归式的不动点间插值密度来近似表示轮廓译码(Decoding

 

Profile,DP),
避免了高维耦合 DE 递归式的迭代,从而降低了计算复杂度。 仿真和分析结果表明,在相同的度分
布和信道条件下,内插 DE 算法计算的译码波速度与传统的耦合 DE 算法计算的译码波速度误差在
[0,0. 05],特别在信道删除概率为耦合 DE 算法的 BP 阈值时,两者测得速度相等;由内插 DE 算法
计算所得的 BP 阈值与耦合 DE 算法的 BP 阈值相等。
关键词:空间耦合低密度奇偶校验码;置信传播译码波速度;密度演进;计算复杂度
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Abstract:In
 

order
 

to
 

reduce
 

the
 

computational
 

complexity
 

in
 

analyzing
 

the
 

decoding
 

wave
 

velocities
 

of
 

non-
binary

 

spatially-coupled
 

low-density
 

parity-check ( SC-LDPC)
 

codes
 

on
 

binary
 

erasure
 

channel ( BEC)
 

under
 

belief
 

propagation(BP)
 

decoding,an
 

interpolated
 

density
 

evolution(DE)
 

approach
 

is
 

proposed. The
 

approach
 

uses
 

one-dimensional
 

functions
 

to
 

interpolate
 

density
 

between
 

some
 

fixed
 

points ( FPs)
 

of
 

the
 

uncoupled
 

DE
 

recursion
 

to
 

approximate
 

the
 

decoding
 

profile ( DP ), which
 

avoids
 

the
 

iteration
 

of
 

high-
dimensional

 

DE
 

recursions
 

and
 

reduces
 

the
 

computational
 

complexity. Simulation
 

and
 

analysis
 

results
 

show
 

that
 

the
 

error
 

between
 

the
 

decoding
 

wave
 

velocities
 

calculated
 

by
 

the
 

interpolated
 

DE
 

approach
 

and
 

that
 

calculated
 

by
 

traditional
 

coupled
 

DE
 

approach
 

is
 

between
 

0
 

and
 

0. 05,especially
 

when
 

the
 

channel
 

erasure
 

probability
 

is
 

equal
 

to
 

the
 

BP
 

threshold
 

of
 

the
 

coupled
 

DE
 

approach, the
 

velocities
 

calculated
 

by
 

the
 

interpolated
 

DE
 

approach
 

and
 

the
 

coupled
 

DE
 

approach
 

are
 

equal. The
 

BP
 

threshold
 

of
 

the
 

interpolated
 

DE
 

approach
 

is
 

equal
 

to
 

that
 

of
 

coupled
 

DE
 

approach.
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0　 引　 言

空间耦合低密度奇偶校验 ( Spatially-Coupled
 

Low-Density
 

Parity-Check,SC-LDPC) 码[1] 在置信传

播(Belief
 

Propagation,BP) 译码[2] 下具有比底层码

更优异的性能[3] 。 SC-LDPC 码的消息在耦合链的

两端产生,随着迭代次数的增加,消息沿着耦合链向

中间传播,这就是 SC-LDPC 码的译码波传播[4] 。 多

元 LDPC 码定义在有限域 GF(2m)上,m 表示每符号

含有的比特数[5] 。 SC-LDPC 码相比 LDPC 码存在

阈值 饱 和 现 象, 即 BP 阈 值 饱 和 于 最 大 后 验

(Maximum
 

A
 

Posteriori,MAP) 阈值[6-7] 。 已经证明

二元 SC-LDPC 码在二进制擦除信道(Binary
 

Erasure
 

Channel,BEC)上存在阈值饱和现象[8] 。 对于多元

SC-LDPC 码,可以借助势函数证明在 BEC 上阈值

饱和[9] 。
近些年来,译码波的速度分析引起了人们的广

泛关注:文献[8]指出译码波速度会随着迭代次数

的增加而收敛;文献[10]利用度分布和非耦合密度

演进(Density
 

Evolution,DE)递归式的不动点( Fixed
 

Point,FP)可以计算译码波速度的临界点;文献[11]
推导了译码波速度的表达式并推广到一般的空间耦

合系统;文献[12]提出了插值密度演进算法,利用

此算法分析了二进制无记忆对称信道 ( Binary
 

Memoryless
 

Symmetric
 

Channel, BMSC ) 上二元 SC-
LDPC 码译码波的速度。

本文运用内插密度演进(Density
 

Evolution,DE)
算法分析多元 SC-LDPC 码在 BEC 上 BP 译码波速

度。 通过观察译码波的密度演进发现,轮廓译码

(Decoding
 

Profile,DP)可以看作一条通过非耦合 DE
递归式的不动点的路径。 受此启发,可以利用一维

内插函数在非耦合 DE 递归式的 FP 间插值密度来

近似表示 DP,这样避免利用耦合 DE 递归式从而降

低计算复杂度。 在更新内插函数时,将变量节点

(Variable
 

Node,VN)和校验节点( Check
 

Node,CN)
间的转移函数进一步简化来降低计算复杂度。 仿真

和分析结果表明,在相同的度分布和信道条件下,与
耦合 DE 算法相比,本文提出的内插 DE 算法在取得

很好的性能同时降低了计算的复杂度。

1　 耦合 DE 算法

1. 1　 符号和定义

多元 LDPC 码定义在有限域 GF(2m)上,m 表示

每符号含有的比特数[4] ,其中 λ 和 ρ 分别表示变量

节点和校验节点的边度分布。
多元 SC-LDPC(λ,ρ,m,L,w)码,其中 L 和 w 分

别表示耦合长度和宽度。 SC-LDPC 码的构造:首先

将单个 LDPC 码的原模图复制 L 相同的副本,放置

在位置{1,2,…,L},用整数 k 表示位置的索引;然
后在位置 k 处,将变量节点的边均匀随机地分成 w
组,依次与位置为{k,k+1,…,k+w-1}的校验节点

相连;同样地,将位置 k 处的校验节点的边均匀随机

地分成 w 组,依次与位置为{k-w+1,k-w+2,…,k}
的变量节点相连。

图 1 给出了耦合宽度 w 为 3 的 SC-LDPC 码的

原模图构造过程。 SC-LDPC 码的结构导致了 BP 译

码算法中译码波由耦合链的两端产生然后向中间

传播。

图 1　 SC-LDPC 码原模图构造过程

1. 2　 BP 译码算法中消息密度

将在 BEC 上传输的消息分布称为密度,本文分

析 BP 译码算法中多元 SC-LDPC 码的密度演进

(Density
 

Evolution,DE)。 在 BP 译码算法中 VN 和

CN 间交换的消息是非负向量 r = ( r0,r1,…,ri),其
中 ri 表示码字符号 x 为 xi 的后验概率。 例如 m= 2,
有四种可能的码字符号,即 x0 = 00,x1 = 01,x2 = 10,
x3 = 11,消息 r= (0. 25,0. 25,0. 25,0. 25)表示 P(x =
00)、P(x= 01)、P( x = 10)和 P( x = 11)都为 0. 25。
在 BP 译码算法中跟踪密度很困难,因为每个码字

符号有 2m 种可能值。 幸运的是,在 BEC 上,BP 译

码性能不依赖具体的传输码字,因此假如全为零的

码字传输。 这样在 BEC 上,消息等价于 GF(2m)的

一个子空间。 跟踪密度转化为跟踪消息的维数。 消

息维数为 k 指的是有 2k 非零元素。 基于此,密度演

进简化为长度为 m+1 的消息交换。 例如 m= 3,m+1
维的消息向量 a = (a0,a1,…,ai,…,am) = (1,0,0,
0),0≤i≤m,i = 0,a0 = 1 指消息维度为 0 的概率为

1,也就是消息译码发生 0 比特翻转的概率为 1;同
理,i=m,am = 0 指消息维度为 m 的概率为 0,也就是

消息译码发生 m 比特翻转的概率为 0,表明码字符
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号可以无错地从传输的消息中译码。
定义 1　 BEC 上 BP 译码算法中多元 SC-LDPC

码的消息密度为长度为 m+1 的概率向量。 定义密

度集合

χ= {a= (a0,a1,…,am) | ∑
m

k= 0
ak = 1,ak∈[0,1],k∈{0,

1,…,m}}, (1)
其中有两个极限密度,Δ0 = (1,0,…,0,0)表示码字

符号可以无错地从传输的消息中译码,Δm = ( 0,
0,…,0,1) 表示传输的消息没有为译码提供任何

信息。

1. 3　 熵函数

定义 2　 对于任意的 a∈χ,a = (a0,a1,…,am),
熵函数定义为

H(a)= ∑
m

k= 1
kak。 (2)

用熵函数来衡量消息的平均不确定度。
1. 4　 多元 LDPC(λ,ρ,m)

本文用卷积运算符□·和□×
 

表示 VN 和 CN 的卷

积运算。
定义 3　 两个维度为 m+1 的概率向量 a 和 b,

[a□·b] k∑
m

i= 0
∑
m

j= 0
Vm

i,j,kaib j, (3)

[a□×b] k∑
m

i= 0
∑
m

j= 0
Cm

i,j,kaib j, (4)

　 　 　 　 k∈{0,1,2,…,m},

Vm
i,j,k =

G i,kGm-i,j-k2( i-k)( j-k)

Gm,j
, (5)

Cm
i,j,k =

Gm-i,m-kG i,k-j2(k-i)(k-j)

Gm,m-j
。 (6)

高斯二项式系数

Gm,k = m
k( ) =

1, k= 0 或 k=m

∏
k-1

l= 0

2m-2l

2k-2l , 0<k<m

0, 其他

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

。 (7)

定 义 a□×
 

n = a□×
 

a□×
 

…□×
 

a

ìî íï ï ï ïn个a

和 a□·n =

a□·a□·…□·a

ìî íï ï ï ïn个a

,特别地,a□×
 

1 = a,a□×
 

0 = Δ0,a□·1 = a,a□·0

=Δm。 Vm
i,j,k 和 Cm

i,j,k 的意义:假设 GF(2m)的两个维

度为 i 和 j 的子空间,i,j∈{0,1,2,…,m},Vm
i,j,k 表示

两个子空间的交集维度为 k 的概率,Cm
i,j,k 表示两个

子空间的并集维度为 k 的概率。
多元 LDPC(λ,ρ,m)在删除概率为 ε 的 BEC 上

传输时,0≤ε≤1,令长度为 m+1 的概率向量 x( l) 
(x( l)

0 , x( l)
1 , …, x( l)

m ), y( l)  ( y( l)
0 , y( l)

1 , …, y( l)
m ),

p(ε)(p0(ε),p1(ε),…,pm(ε)),其中,x( l)
k 表示

在 l 轮迭代时 VN 向 CN 传递的消息的维度为 k 的

概率,y( l)
k 表示在 l 轮迭代时 CN 向 VN 传递的消息

的维度为 k 的概率,pk(ε)表示信道消息维度为 k 的

概率,k∈{0,1,2,…,m}。
定义 4　 多元 LDPC(λ,ρ,m)在删除概率为 ε

的 BEC 上传输,第 l 轮迭代的非耦合 DE 递归式为

y( l) = ρ□×
 

(x( l-1) )
x( l) = p(ε)□·λ□·(y( l) ){ , (8)

x( l) = p(ε)□·λ□·(ρ□·(□×
 

x( l-1) )),∀l>0。 (9)
式中:

λ□·(a)= ∑iλ ia□·i-1, (10)
ρ□×

 

(b)= ∑jρ jb□×
 

j-1。 (11)
信道密度

pk(ε)
m
k( ) εk(1-ε)m-k,k∈{1,2,…,m}。

(12)
特别地,当 x(∞ ) = (1,0,…,0),表明成功译码。
定义 5　 非耦合 DE 递归式(9)的不动点指的

是密度对(x,y)满足 y= ρ□×
 

(x),x= p(ε)□·λ□·(y)。
对每个 FP,总存在一个初始密度 x(0) ,使非耦

合 DE 递归式(9)收敛于这个 FP。 只要给定初始密

度 x(0)和信道密度 p(ε),运行非耦合 DE 递归式(9)
就可得到 FP。 用 ( x, y) = T非耦合DE ( x(0) , p ( ε)) 表

示 FP。
定义 6　 ∃ε1,ε2,0≤ε1 <ε2 ≤1,对非耦合 DE

递归式(9)的 FP 进行扰动擦除初始化:
(x,y)= T非耦合DE(εΔm+(1-ε)Δ0,p(ε)),

∀ε∈[ε1,ε2]。 (13)
用 S= {(xi,yi)},i∈IS 表示经过扰动擦除初始

化的 FP 的集合,IS = {0,1,…,NS -1}。 经过扰动擦

除初始化的 FP 是严格按照退化排列。 分析发现,
多元 SC-LDPC 码的译码波动态特性可以用非耦合

DE 递归式的稳定的 FP 来表征。 本文提出的内插

DE 算法中,若 FP 按照严格的退化排列,则 DP 也具

有单调性,所以本文提到的 FP 都是经过扰动擦除

初始化的 FP。
1. 5　 多元 SC-LDPC(λ,ρ,m,L,w)的耦合 DE算法

定义 7　 多元 SC-LDPC(λ,ρ,m,L,w)在删除概

率 ε 的 BEC 上传输,第 l 轮迭代的耦合 DE 递归

式为

y( l)
i = 1

w
∑
w-1

k= 0
ρ□×

 

(x( l-1)
i+k )

x( l)
i = 1

w
∑
w-1

k= 0
p(εi-k)□·λ□·(y( l)

i-k )

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

, (14)
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x( l)
i = 1

w
∑
w-1

k= 0
p(εi-k)□·λ□· 1

w
∑
w-1

j= 0
ρ□×

 

(x( l-1)
i-k+j )( ) , (15)

1≤i≤L+w-1,

εi =
ε, 1≤i≤L
0, L+1≤i≤L+w-1{ 。 (16)

式(14)和(15)中:x( l) 、y( l) 、x( l)
i 和 y( l)

i 分别表示第 l
轮迭代 VN 和 CN 的密度序列、第 l 轮迭代位置 i 处
的 VN 和 CN 的密度。

本文考虑 L→∞ 和 w→∞ 连续条件下的情形,
对应的 Tanner 图,底层集成沿着耦合链以连续的方

式放置,位置索引为连续的变量 t∈R∪{ ±∞ }。 位

置 t 处的变量节点的边均匀随机地连接到位置为

[ t,t+1)的校验节点;同样地,位置 t 处的校验节点

的边均匀随机地连接到位置为( t-1,t]的变量节点。
令 t= i / w,式(14)转化为式(17):

x( l)( t) =∫1

0
x( l -1)( t - s)ds

y( l)( t) = ρ□×
 

(x( l)( t))

y( l)( t) =∫1

0
y( l)( t + s)ds

x( l)( t) = p(εi)□·λ□·(y( l)( t))

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

。 (17)

定义 8　 连续条件下,第 l 轮迭代的耦合 DE 递

归式如(17)所示。 x( l)( t)、y( l)( t)、x( l)( t)和 y( l) ( t)
分别表示校验节点的输入密度、变量节点的输入密

度、变量节点的输出密度和校验节点的输出密度,其
中将 x( l)( t)和 y( l)( t)称作译码轮廓。

定义 9　 将 DP 初始化:

x(0) =
x0, t<0
xNS-1, t≥0{ 。 (18)

这样有

x( l)( t1) <x( l)( t2),1≤t1 <t2≤L。 (19)

2　 非耦合 DE 递归式 FP 和 DP

DP 可以看作是沿着耦合链包含 FP 的密度路

径。 FP 将 DP 分成一个或多个过渡区间,每个过渡

区间有着自己的移动速度。 下面重点讨论 DP 的动

态特性并为内插 DE 算法的提出创造条件。
定义 10　 密度 x 与 DP

 

x( l)间的距离

d(x( l) ,x) = min
t∈[ -l,l]∫

1

0

d(x( l)( t + s),x)ds。 (20)

若lim
l→∞

 

d(x( l) ,x)= 0,称 DP
 

x( l)经过密度 x,否则

称 DPx( l)跳过密度 x。

定义 11　 对非耦合 DE 递归式(9) 的一个 FP
(x,y),如果 DP

 

x( l)经过 x,称 x 是一个非跳动 FP,
否则称为跳动 FP。

令 P= {(xi,yi)},i∈IP( IP = {0,1,…,NP -1})
表示非跳动 FP 的集合,发现 DP

 

x( l) 总是经过 FP
的集合 S 中的第一个 FP

 

x0 和最后一个 FP
 

xNS-1。
若 FP 保持退化排列,那么 DP 具有单调特性。

假设在迭代 l1 次时,DP
 

x( l) 经过密度 x0 和 x1,x0 <
x1,由 DP

 

x( l) 的单调性可知,x0 在 x1 的左边,在迭

代 l2 次后,l1 <l2,DP
 

x( l) 仍然会经过 x0 和 x1,但是

位置不同于 l1 次迭代。
定义 12　 已知 DP

 

x( l)和密度 x,定义位置 τ(x,
l)表示第 l 轮迭代该位置处 x( l) 和 x 间的距离最小。
对于两个不同的密度 x0 和 x1,x0 <x1,定义过渡区间

τ(x0,l)≤t≤τ(x1,l),其中 x0 和 x1 分别作为过渡区

间的起始点和终点。 本文讨论简单情况,假设 x0 是

无错密度,即 x0 =Δ0 = (1,0,…,0,0),x1 是相邻的有

错的非跳动 FP。
假设 1:非耦合 DE 递归式(9)的非跳动 FP 集

合 P= {( xi,yi )}, i∈ IP = { 0,1,…,NP - 1},将 DP
 

x( l)分成 NP-1 过渡区间 τi = τ(xi-1,xi,l),i∈{1,2,
…,NP-1}。 本文讨论具有一个过渡区间 τ1 的 DP,
过渡区间 τ1 = τ(x0,x1,l)位于两个相邻非跳动 FP
{x0,x1}间,x0 =Δ0 = (1,0,…,0,0),过渡区间 τ1 的

形状经过 lv1 的位移后收敛于 DP
 

xsoli,1( t),
lim
l→∞

max
τ(x0,x1,l)≤t≤τ(x1,l)

d(x( l)( t) -xsoli,1( t-lv1))= 0。

(21)
式中:xsoli,1( t1) <xsoli,1( t2 ),∀t1 < t2,xsoli,1( -∞ ) = x0,
xsoli,1( +∞ )= x1,v1 为过渡区间 τ1 的移动速度。

利用单个过渡区间移动速度的正负性可预测过

渡区间的收敛性,例如两个相邻非跳动 FP { x0,x1 }
构成的过渡区间 τ1 = τ( x0,x1,l),如果过渡区间的

移动速度 v1 >0,那么 DP 将收敛于 FP
 

x0;如果 v1 <0,
DP 将收敛于 FP

 

x1。 因此,BP 阈值对应于 v1 = 0。
图 2 和图 3 分别给出了多元 SC-LDPC ( 4,8,

m= 3,L= 100,w = 5) 在迭代次数 l = 100,200,300,
400 时采用耦合 DE 算法和本文提出的内插 DE 算

法得到的熵函数 H( x( l) )。 两图中横坐标 L∈[0,
100]表示位置,纵坐标表示熵函数 H( x( l) )。 两图

的 DP 都具有一个过渡区间 τ1,τ1 = τ(x0,x1,l)位于

两个相邻非跳动 FP
 

{ x0,x1 }间,x0 = Δ0 = (1,0,…,
0,0)。 可以发现,随着迭代次数的增加,过渡区间
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沿着耦合链由左向右移动。 经过充分的迭代后,每
次迭代过渡区的位移量几乎是不变的。 比较图 2 和

图 3 可以发现,本文提出的内插 DE 算法得到的熵

函数与耦合 DE 算法得到的熵函数非常接近,近似

相等。

图 2　 采用耦合 DE 算法得到的熵函数 H(x( l) )

图 3　 采用内插 DE 算法得到的熵函数 H(x( l) )

3　 内插 DE 算法

3. 1　 内插 DE 算法递归式

定义 13　 本文讨论具有一个过渡区间 τ1 的

DP,过渡区间 τ1 = τ(x0,x1,l)位于两个相邻非跳动

FP{ x0,x1 } 间,x0 = Δ0 = ( 1,0,…,0,0)。 密度 X( l)
1

( t)为
X( l)

1 ( t)= (α( l)
1 ( t))x1 +(1-α( l)

1 ( t))Δ0。 (22)

式中:α( l)
1 ( t)称为内插函数,y1 = ρ□×

 

(x1),x1 = p(ε)□·
λ□·(y1)。

定义 14　 内插 DE 算法中构造两个转移函数来

更新内插函数,如公式(23)所示:

ρ̇0,1(α)=
H[(ρ□×

 

(αx1+(1-α)Δ0)-Δ0)□×
 

(x1-Δ0)]
H[(y1-Δ0)□×

 

(x1-Δ0)]

λ̇0,1(β)=
H[(p(ε)□·(λ□·(βy1+(1-β)Δ0))-Δ0)□·(y1-Δ0)]

H[(x1-Δ0)□·(y1-Δ0)]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

。

(23)

定义 15　 第 l 轮迭代的内插 DE 递归式为

α( l)
1 ( t) =∫1

0
α( l -1)

1 ( t - s)ds

β( l)
1 ( t) = ρ̇0,1(α( l)

1 ( t))

β( l)
1 ( t) =∫1

0
β( l)

1 ( t + s)ds

α( l)
1 ( t) = λ̇0,1(β( l)

1 ( t))

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

。 (24)

定义 16　 将 α( l)
1 ( t)初始化:

α( l)
1 ( t)=

0, t<0
1, t≥0{ 。 (25)

观察发现,内插函数 α( l)
1 ( t)随着 t 增加是非递

减的,因此有
α( l)

1 ( t1) <α( l)
1 ( t2),∀t1 <t2,α( l)

1 ( t)∈[0,1]。
(26)

定义 17　 令 t( l)(α( l)
1 )表示 α( l)

1 ( t)的反函数,那

么过渡区间的移动速度 v̂1 为

v̂1 = lim
l→∞

 
t( l+1)(0. 5) -t( l)(0. 5)。 (27)

3. 2　 简化转移函数的计算

定义 18　 本文讨论具有一个过渡区间 τ1 的

DP,过渡区间 τ1 = τ(x0,x1,l)位于两个相邻非跳动

FP{x0,x1}间,x0 =Δ0 = (1,0,…,0,0)。 为减少卷积

的计算,减少计算量,定义公式(28):

ζ( s1,s2)
1,0 =H(x□×

 

s1
1 )

ξ(q1,q2)
1,0 =

H(p(ε)□·y□·q1
1 ), q2 = 0

0, q2 >0{
η1,0 =H[(y1 -Δ0)□×

 

(x1 -Δ0)]

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

。 (28)

式中:s1,s2∈{0,1,…,dc },q1,q2 ∈{0,1,…,dv },dc

和 dv 分别表示 CN 和 VN 的度。 密度对( x0,y0 )和

(x1,y1 ) 满足 x0 = y0 = Δ0 = ( 1, 0, …, 0, 0), y1 =
ρ□×

 

(x1),x1 = p(ε)□·λ□·(y1)。
两个转移函数(23)转化为式(29):

ρ̇0,1(α)= 1
η1,0

∑
dc-1

s0=0

dc -1
s0

( ) αs0(1-α)(dc-1-s0) ×

(ζ(s0+1,dc-1-s0)
1,0 -ζ(s0,dc-s0)

1,0 )-ζ(1,dc-1)
1,0 +ζ(0,dc)

1,0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

λ̇0,1(β)= - 1
η1,0

∑
dv-1

q0=0

dv -1
q0

( ) βq0(1-β)(dv-1-q0) ×

(ξ(q0+1,dv-1-q0)
1,0 -ξ(q0,dv-q0)

1,0 )-ξ(1,dv-1)
1,0 +ξ(0,dv)

1,0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

。

(29)
式(29)适合规则 SC-LDPC 码,对于非规则 SC-

LDPC 码,需根据度分布表达式做适当变换,由于篇
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幅限制,本文不予讨论。
假设 2:在内插 DE 算法中发现与假设 1 类似的

现象,介于两个非跳动 FP { x0, x1 } 间的过渡区间

X( l)
1 ( t),x0 = Δ0 = (1,0,…,0,0),经过充分的迭代

后,每次迭代过渡区间的位移量几乎是不变的,也就

是说,内插函数 α( l)
1 ( t)的形状经过 lv̂1 的位移后收

敛于最终的 αsoli,1( t):

lim
l→∞

max
t∈R∪{±∞ }

α( l)
1 ( t) -αsoli,1( t-lv̂1) = 0。 (30)

式中:αsoli,1( t1) <αsoli,1( t2 ),∀t1 < t2,αsoli,1( -∞ ) = 0,
αsoli,1( +∞ )= 1。

3. 3　 BP 阈值分析

定义 19　 多元 SC-LDPC(λ,ρ,m,L,w)在删除

概率为 ε 的 BEC 上,耦合 DE 算法的 BP 阈值为

ε耦合DE = sup{ε ε∈[0,1],lim
l→∞

 
x( l)( t)= Δ0}。

(31)
由假设 1 知道,当且仅当位于两个相邻非跳动

FP{x0,x1}间的过渡区间 τ1 = τ(x0,x1,l)的速度 v1 >
0 时,x0 =Δ0 = (1,0,…,0,0),有 lim

l→∞
 

x( l) ( t) = Δ0,所

以耦合 DE 算法的 BP 阈值为满足 v1 >0 的最大的信

道删除概率 ε。
定义 20　 多元 SC-LDPC(λ,ρ,m,L,w)在删除

概率为 ε 的 BEC 上,内插 DE 算法的 BP 阈值为

ε内插DE = sup{ε ε∈[0,1],v̂1 >0}。 (32)

式中:v̂1 是由两个非跳动 FP
 

x0 和 x1 决定的第一个

过渡区间 X( l)
1 ( t)的速度。

定理 1　 多元 SC-LDPC(λ,ρ,m,L,w)在删除概

率为 ε 的 BEC 上,基于假设 1 和假设 2,耦合 DE 算

法的 BP 阈值等于内插 DE 算法的 BP 阈值。

4　 仿真分析

下面通过仿真来验证内插 DE 算法的性能,并与

传统的耦合 DE 算法进行对比。 仿真采用有一个过

渡区间 τ1 的 DP,过渡区间 τ1 = τ(x0,x1,l)位于两个

相邻非跳动 FP{x0,x1}间,x0 =Δ0 =(1,0,…,0,0)。

4. 1　 BP 阈值比较

表 1 给出了 BEC 上耦合宽度 w 为 5,在不同度

分布和 m 条件下,多元 SC-LDPC 码的 BP 阈值比较

结果。 从表中发现,相同度分布的多元 SC-LDPC
码,随着 m 增大,BP 阈值增大且越来越接近香农

限,尤其是从 m= 1 到 m = 3,BP 阈值变化很大。 数

值仿真角度体现了多元 SC-LDPC 码的阈值饱和。
表 1　 不同度分布和 m 条件下多元 SC-LDPC 码

BP 阈值比较

度分布 码率
BP 阈值

m= 1 m= 3 m= 5 m= 8

(4,8) 1 / 2 0. 497
 

7 0. 499
 

7 0. 499
 

9 0. 499
 

9

(4,10) 3 / 5 0. 397
 

1 0. 399
 

7 0. 399
 

9 0. 399
 

9

(4,12) 2 / 3 0. 330
 

2 0. 333
 

0 0. 333
 

3 0. 333
 

3

表 2 是在 BEC 上耦合宽度 w 为 5 的多元 SC-
LDPC(4,8)码在 m 为 1、3、5、8 时耦合 DE 算法与内

插 DE 算法的 BP 阈值比较,可以看出,耦合 DE 算

法的 BP 阈值与内插 DE 算法的 BP 阈值相等。
表 2　 内插 DE 算法与耦合 DE 算法的 BP 阈值比较

算法
BP 阈值

m= 1 m= 3 m= 5 m= 8

耦合 DE 算法 0. 497
 

7 0. 499
 

7 0. 499
 

9 0. 499
 

9

内插 DE 算法 0. 497
 

7 0. 499
 

7 0. 499
 

9 0. 499
 

9

4. 2　 计算复杂度

表 3 比较了两种算法在单次迭代计算过程中所

需的计算量,其中 w、L、m、dc 和 dv 分别表示耦合宽

度、耦合长度、每符号含有的比特数、校验节点的度

和变量节点的度。 可以发现,耦合 DE 算法由于迭

代的是高维的 DE 递归式,因此耦合计算量与维度

m 有关,m 增加,计算量增加。 内插 DE 算法迭代的

是一维内插函数,因此内插计算量比耦合 DE 算法

的计算量小,特别当 m 很大时内插 DE 算法的计算

量比耦合 DE 算法的计算量小得多。 例如,对于多

元 SC-LDPC(4,8),m 为 8,w 为 5,L 为 100,耦合 DE
算法需要加法运算 141

 

200 次和乘法运算 297
 

200
次,而内插 DE 算法只需要加法运算 3

 

400 次和乘

法运算 8
 

400 次。
表 3　 单次迭代过程内插 DE 算法与

耦合 DE 算法计算量比较

译码算法 加法运算 乘法运算

耦合 DE
m×(m+1)×(m+5)×
L×(dv +dc -3) / 6+

2×L×(w-1)

(m+1)×(m+2)×(m+3)×
L×(dv +dc -3) / 3+

2×L

内插 DE
(2×dv +2×dc +2)×L+

2×L×(w-1)
(dv ×dv+dc ×dc +2)×L+

2×L

4. 3　 译码波速度

图 4(a)、(b)、(c)分别给出了在 BEC 上耦合宽
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度 w 为 5 的多元 SC-LDPC ( 3,6) 码、 ( 4,8) 码和

(5,10)码,利用内插 DE 算法与耦合 DE 算法在 m
为 1、3、5、8 时不同信道删除概率下得到的译码波速

度值,横坐标表示信道删除概率,纵坐标表示译码波

速度,圆圈和点分别表示内插 DE 算法和耦合 DE 算

法在不同信道删除概率下测得的速度值。 当 m 为 1
时,内插 DE 算法测得的速度与耦合 DE 算法测得的

速度相等;当 m 分别为 3、5、8 时,内插 DE 算法测得

的速度与耦合 DE 算法测得的速度很接近,误差在

[0,0. 05]范围内,特别是在信道删除概率为 BP 阈

值时,两者相等。 可见,内插 DE 算法可对 BEC 上多

元 SC-LDPC 码译码波速度起到很好的预测作用。

(a)多元 SC-LDPC(3,6)码

(b)多元 SC-LDPC(4,8)码

(c)多元 SC-LDPC(5,10)码

图 4　 耦合 DE 算法与内插 DE 算法测得译码波速度

4. 4　 仿真结果总结

总结分析仿真结果发现,与耦合 DE 算法相比,
内插 DE 算法可很好地预测 BEC 上多元 SC-LDPC
码译码波速度,内插 DE 算法与耦合 DE 算法的 BP
阈值相等,且内插 DE 算法的计算复杂度要比耦合

DE 算法的计算复杂度小很多,尤其当耦合 DE 递归

式为高维时。 综上所述,内插 DE 算法以较低的计

算复杂度达到了耦合 DE 算法预测译码波速度的

效果。

5　 结束语

针对 BEC 上多元 SC-LDPC 码 BP 译码算法中

译码波速度分析复杂度高的问题,本文采用内插 DE
算法来达到既可以准确计算译码波速度又能降低计

算复杂度的目的。 内插 DE 算法利用一维内插函数

在两个非跳动 FP 间插值密度。 构造了两个转移函

数来更新内插函数,将转移函数进一步转化来减少

卷积运算,降低了计算复杂度。 译码波的速度分析

可应用于 SC-LDPC 码的度分布最优化设计、耦合方

式设计等方面。 下一步将构造并分析介于一维内插

DE 算法和 m 维耦合 DE 算法间的 n 维内插函数

(1<n<m)。
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根据本刊通讯员第一聘期考核结果,结合日常工作情况与成效,编辑部评选出班亚龙等 10 名通讯员为

2021—2022 年度“《电讯技术》十佳通讯员”,名单(以姓名拼音为序)如下:

姓名 机构

班亚龙 中国电子科技集团公司第十研究所

成磊峰 中国电子科技集团公司第十研究所

孔维华 成都信息工程大学

刘　 洋 中国电子科技集团公司第十研究所

刘垚圻 中国科学院计算技术研究所

宁婕妤 中国电子科技集团公司第十研究所

宋选安 国网湖北省电力有限公司信息通信公司

童大鹏 中国电子科技集团公司第十研究所

张小苗 中国电子科技集团公司第十研究所

赵禄达 国防科技大学

　 　 希望获奖的通讯员再接再厉,为本刊的发展做出更大的成绩和贡献。

本刊编辑部　 赵勇
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